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Chapitre 1

Matrices
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1.1 Activités

ACTIVITE 1.1 (Sommes et combinaisons linéaires de tableaux de nombres).
Un carré magique est un tableau carré dans lequel la somme des lignes, des colonnes ou des diagonales est la méme.

1. Montrer que le tableau ci-dessous est un carré magique.

2| -11|2
1 1 1
0 3]0

2. Montrer que le tableau précédent peut s’écrire sous la forme de la somme des trois tableaux ci-dessous.

17171 1 -1 0 0 -1 1
1111 -1 0 1 1 0 -1
17171 0 1 -1 -1 1 0

3. Construire un autre tableau en multipliant le premier tableau par 2, le deuxieme par 3 et le dernier par 4 et en
ajoutant les trois tableaux obtenus. Ce tableau est-il un carré magique ?

ACTIVITE 1.2 (Sommes et multiplications de tableaux de nombres).

Le premier tableau contient les notes de quatre éleves lors de 3 devoirs.

Les éleves terminent la correction chez eux et gagnent de 0 a 2 points supplémentaires. Les gains des quatre éleves sont
donnés par le deuxiéme tableau.

Les coefficients des trois devoirs sont donnés dans le troisiéme tableau.

1. Calculer les notes finales obtenues par les éleves.



1.2 Définitions Terminale ES spécialité

Notes des quatre éleves Gains des quatre éleves Coefficients des devoirs
D; | Dy | D3 D, | D2 | D3

Sarah | 12 | 15 8 Sarah 1 0 2 D; |1

David | 10 | 12 | 13 David | 2 | 1 | 0 D, |4

Nina | 16 | 18 | 17 Nina | 1 | 0 | 2 D; |2

Louis | 8 | 15| 9 Louis | 2 2 2

2. Calculer le total des points obtenu par chaque éleve en tenant compte des coefficients, puis la moyenne de cha-
cun.

ACTIVITE 1.3 (Produits de tableaux de nombres).

Le premier tableau ci-dessous donne les prix, en euros, de trois shampooings avec ou sans remise de fidélité.
Le second tableau indique les quantités achetées par deux clientes A et B.

Calculer le prix total payé par chaque cliente selon qu’elle bénéficie ou non de la remise.

Nutri | Color | Milky QuantlFes Al B

- — Nutri 312
Prix unitaire 6 7 9

Prix avec remise 5 5 8 Color 1)1

Milky 2|2

1.2 Définitions

Définition 1.1. Une matrice A de dimension (ou d’ordre) n x p est un tableau de nombres comportant 7 lignes et p
colonnes.

Les nombres sont appelés coefficients (ou éléments) de la matrice.

Le coefficient situé a I'intersection de la i® ligne et de la j° colonne est noté a;; ou a;,j. On note parfois A = (ai j).

Définition 1.2. Certaines matrices particulieres portent des noms :

o Matrice ligne : C’est une matrice qui ne comporte qu'une ligne ;

o Matrice colonne : C’est une matrice qui ne comporte qu'une colonne;

o Matrice carrée : C’est une matrice qui comporte autant de lignes que de colonnes; on dit qu’elle est d’ordre n
(lorsqu’il y a n lignes et n colonnes) ;

« Matrice unité : C’est une matrice dont tous les coefficients sont nuls en dehors de ceux de la premiere diagonale
qui sont tous égaux a 1; on note I, la matrice unité d’ordre n;

o Matrice nulle : C’est une matrice dont tous les coefficients sont égaux a zéro;

1.3 Egalité de deux matrices

Définition 1.3. Deux matrices A = (a;;) et B = (b;;) sont égales si elles ont méme dimension et si les coefficients
situés a la méme place sont égaux : a;; = b;; pour tout i et j.

1.4 Addition de matrices

Définition 1.4. La somme de deux matrices A = (a;;) et B = (b;;) de méme dimension est la matrice C = (c;;) telle
que les coefficients de C sont la somme des coefficients de A et de B situés a la méme place : ¢;; = a;; + b;j pour tout
ietj.

Définition 1.5. La multiplication par un réel k d’une matrice A = (a;;) estla matrice notée kA obtenue en multipliant
chaque coefficient de A par k: kA= (ka;;)

Théoréme 1.1. Soient A, B et C trois matrices de méme dimension et k et k' deux réels. On a :
1. A+ B =B+ A (on dit que l'addition des matrices est commutative) ;

(A+B)+C = A+ (B+ Q) (ondit que l'addition des matrices est associative) ;

k(A+B)=kA+kB;

(k+kNVA=kA+K A;

k(k'A) = (kk") A.

IS N CU A
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Preuve. 1. A+B=(a;j+bjj) et B+A=(b;j+aij)=(aij +bij)
2. (A+B)+C=(ajj+bij)+(cij) = (aij + bij +cij) et A+ (B+C) = (a;;) + (bij + cij) = (aij + bij +cij)
3. k(A+B) =k(aij +bij) = (k(aij + bij)) = (ka;j + kb;j) et kA+ kB = (ka;;) + (kb;j) = (kaij + kb;;)
4. (k+k)A=(k+K)(aij) = ((k+K)aij) = (ka;j + K a;;) et KA+ k' A= (ka;j) + (K a;j) = (kaij + k' a;})
5. k(k'A) = k(K a;j) = (kk'a;;) et (kk") A= (kk'a;;)

1.4.1 Matrices opposées, différence de deux matrices

Définition 1.6. Deux matrices A et B sont dites opposées si elles sont de méme dimension et si A+ B est une matrice
nulle.

Propriété 1.2. Toute matrice A a une matrice opposée : la matrice (—1) x A. On la notera — A. I

Preuve. A+ (-1)x A= (aij) + (_aij) = (0) o

Définition 1.7. Soient A et B deux matrices de méme dimension. Alors la différence de A et B, notée A — B, est la
matrice A+ (—B).

1.5 Multiplication de matrices

1.5.1 Multiplication d’'une matrice ligne par une matrice colonne

Définition 1.8. Soient A une matrice ligne de dimension 1 x p et B une matrice colonne de dimension p x 1, telles que
by
bz

A=(a a - ap)etB=| . |[. Alorsleproduit Ax B de ces deux matrices est la matrice C de dimension
by

p
1x1telleque: C=(aiby + azbo +---+apbp) = (Z a; x b,-).
i=1

1.5.2 Multiplication d’'une matrice par une matrice colonne

Définition 1.9. Soient A une matrice ligne de dimension 7 x p et B une matrice colonne de dimension p x 1, telles

ayn  aiz - dip by
an Gz - dgp b, ) ) )

que A = . . . . et B = . |- Alors le produit A x B de ces deux matrices est la matrice C de
apl1 Ap2 - dpp bp

dimension 7 x 1 telle que la premiere ligne de C est le produit de la premiére ligne de A par B, la deuxieme ligne de C
est le produit de la deuxieme ligne de A par B, et ainsi de suite jusqu’a la derniére ligne.

p
Z ay; x b;
i=1
a11b1+a12b2+---+a1pbp p
G a21b1+a22b2+~--+a2pbp Zazl-Xb,-
= . = i=1

an by + anaby + -+ +anpbp

p
Y apn; timesb;
i=1
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1.5.3 Multiplication de deux matrices

Définition 1.10. Soient A une matrice ligne de dimension 7 x p et B une matrice colonne de dimension p x m, telles

an  apz - ap by b1z - bim
a Gz - azp bai by -+ bam ) )

que A= . . . . et B = . . . . . Alors le produit A x B de ces deux matrices est
dpl1 Q4p2 - Adpp bpl bp2 e bpm

la matrice C de dimension n x m telle que le premier coefficient de C est le produit de la premiere ligne de A par la
premiere colonne de B, le deuxieme coefficient de C est le produit de la premiere ligne de A par la deuxiéme colonne
de B, et ainsi de suite.

anbi +aiphoy +--+arpbpr anbia+apbp +--+arpbpy -+ anbim+abay t+--+apbpm
ax1bi1 + azoboy +---+ azpbpr  ax1bio+ Gzaboy +---+azpbpy -+ a21bim + Gobaym +c -+ dopbpm
an1b11+an2b21+”'+anpbp1 an1b12+an2b22+"'+anpbp2 anlblm+an2b2m+"'+anpbpm

1.5.4 Propriétés de la multiplication des matrices

Théoreme 1.3. Soient A, B et C trois matrices telles que les opérations suivantes existent. Alors :
1. Engénéral Ax B # B x A (on dit que la multiplication des matrices n'est pas commutative) ;
2. Ax(BxC)=(AxB)xC (ondit que la multiplication des matrices est associative) ;
3. Ax(B+C)=AxB+AxC
4. (A+B)xC=AxC+BxC

On 'admettra.

Remarque. Onnotera A" = Ax Ax--- A quand ce produit est défini.
—_—
n fois
1.5.5 Inverse d’'une matrice

Définition 1.11. Deux matrices carrées A et B sont dites inverses si A x B = B x A= I ou I est une matrice unité. On
notera alors B= A~! (ou A=B™!).

Remarque. Certaines matrices n’ont pas d’inverse. Celles qui en ont un sont dites inversibles.

1.6 Exercices

1.6.1 Technique

EXERCICE 1.1.
Lors d'un examen, on a relevé les notes de langues vivantes LV1, LV2 et LV3 pour plusieurs éleves. Ces notes ont été
placées dans la matrice M :
12 10 14 16 18 17
M=| 10 13 14 14 15 15
18 19 13 12 13 16

1. Donner l'ordre de cette matrice.

2. Combien d’éléves ont passé ces épreuves ?

3. Quelle est la note obtenue en LV3 par I'éleve 2?

4. Donner la valeur des éléments a;1, azs, ass et asg.

EXERCICE 1.2.
Préciser le type de chacune des matrices suivantes :

« A=(1 2 5); .C:(

o= 8] o

o = O O
- O O
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EXERCICE 1.3.

2
OnposeAz( x L

0 52 ) etB = ( 3 Sl) ) Déterminer les valeurs de x et de y pour lesquelles A = B.

EXERCICE 1.4.

6 ) Calculer 4A—2B.

. s . (5 -3 0 (3
On considere les matrlcesA—( 9 1 -1 )etB—( 0o 1 3

EXERCICE 1.5.
Dans chacun des cas suivants, préciser si le produit A x B existe et, si oui, le calculer.

—
'S

0
1. A=(1 1)etB(1) 7 a=l 2 5 |etp=(1 0
01 0
2oa=(2 Fen-( ) o
Lo oo 2 1 0 10
1 4 -1 8. A=l 1 0 |etB=|1 O
3. A (2 5 |letB=| -2 10 10
3 6 -3
9. A (1 1 l)etB (i g
10 8 . A= =
- - 0 0 0
1 1 2 -2 4 (4 5 (6 8
sz Nes=(3 2 4) 0. a=[ 4 % Jern=( 2 2
1 4 7 4 6
6.A=((1) (1) g) etB= 5 8 11.A=(; 2 ?)etB: -3 2
3 6 9 0 5
EXERCICE 1.6.
1 3 2 3 2 1
OndonneA—(0 2),B—(_1 0)etC ( 1 2).

1. (a) Calculer BC, puis A(BC). 2.
(b) Calculer AB puis (AB)C.
(c) Que constate-t-on?.
(d) Que peut-on dire de (BC)A?

(a) Calculer (B+ C), puis A x (B+ C).
(b) Calculer AB et AC puis AB + AC.
(c) Que constate-t-on?.

(d) Que peut-on direde (B+C) x A?

EXERCICE 1.7.
Démontrer que les matrices A et B suivantes sont inverses I'une de I'autre.

5 -1 2 1 -3 -5 5 3 5 0
I'A_(—9 2 )etB_(9 5)' 2. A=| 2 3 -3 |etB=|1 2 1
-1 0 1 3 5 1
. . 1 1
EXERCICE 1.8. 1. Trouver l'inverse de la matrlceAz( 0 2 )

3 2
2. Montrer que la matrice A = ( 6 4 ) n'admet pas d’inverse.

EXERCICE 1.9.
Al'aide de la calculatice, déterminer si les matrices suivantes sont inversibles et, si oui, donner leur inverse :

1 -2 3 1 2 3
e A= 3 1 -3 |[; «B=[1 0 2
5 -3 3 2 -1 1

EXERCICE 1.10.

2 6

1 5 -3 2 3 -1

On donne A= 3 2 _] 2 et B= 4 5
-2 7

1. Calculer A x B. Que constate-t-on ?

2. B est-elle la matrice inverse de A?

David ROBERT 5
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1.6.2 Pour aller plus loin

EXERCICE 1.11.
On pourra effectuer tous les calculs demandés a la calculatrice.

. 1 -1 30
1. SmtA—(O 4 )etB—(1 2).

Calculer :
« AxB; « BxA; . A% . A3; . B?; . B3

A« . (1 0 (3 0
2. Mémes questions avecA—( 0 4 )etB—( 0 2 )

3. Que constate-t-on?

EXERCICE 1.12.

3 2 0
Soit A= -2 0 1
0 -4 -3

1. Calculer A% puis A3.

2. En déduire A" pour tout entier naturel 7.

EXERCICE 1.13.

1 1 1
SoitA=| 1 1 1
1 1 1

1. Calculer A2, A3 et A%,

2. En déduire A" pour tout entier naturel 7.

EXERCICE 1.14.

1 1 1
Soit J=| 0 1 1 |etl3lamatriceunité.
0 0 1

Calculer J— I3 puis (J - I3)? puis (J - I5)5.
EXERCICE 1.15.

-2 -1
On considere la matrice A = ( 5 9 )

1. Calculer A2, A3 et A%,
2. En déduire I'inverse de la matrice A.
3. On pose B = A%, Déterminer I'inverse de B.

EXERCICE 1.16.

01 0
Soit A= 0 O 1 |etlI3lamatrice unité.
0 0 O

1. Vérifier que A3 est la matrice nulle.

2. Développer le produit matriciel : (I3 — A) (I3 + A+ A?).

1 -1 0
3. Déduire des résultats précédents la matrice inversede| 0 1 -1
0 1

EXERCICE 1.17.

. oo [ 20 (1 0 B
Onconmderelesmatnces.A—( o 1 ),D—( 0 2 )etP—(

—-— O
o |

—
N —

2 1
1. MontrerqueP‘lz( 1 0 )etqueA:PxDxP‘l.

2. Calculer D?, D3 et D*.
3. Expliquer pourquoi A2 =PxD?*x P71, A3=PxD3x P let A*=PxD*x P!
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Terminale ES spécialité 1.7 Matrices et systemes

1.7 Matrices et systemes

1.7.1 Activité

Nous savons que par deux points du plan passe une unique droite.
Le plan étant muni d'un repere (O; 1, f), soient A(2; 3) et B(4; 6) deux points de ce plan et (AB) : y = mx+ p1'équation
réduite de la droite (AB).

1. Montrer que m et p sont solutions du systeme :

2m+p=3
4dm+p=6

2. On donne les matrices A, X et B suivantes :

1) o) (3]

Calculer AX.
En déduire une équation matricielle équivalente au systeme de la question 1.

3. On suppose que A est inversible et on note A~! son inverse.
Isoler la matrice des inconnues X a'aide de A™!.

4. AVlaide de la calculatrice, déterminer alors les valeurs de m et p-

1.7.2 Bilan

Propriété1.4. Tout systeme linéaire a n inconnues et n équations peut s'écrire sous la forme d'une équation matricielle
AX = B ou A est une matrice carrée d'ordre n, X la matrice colonne (n x 1) des inconnues et B une matrice colonne
mx1).

Si A est inversible, alors le systéme a une unique solution qui est telle que X = A™' x B.

1.7.3 Problémes

EXERCICE 1.18.

6 -4
On considere la matrice A = ( )

7 =5
oo 2,5 -2
1. Montrer que la matrice inverse de A est 35 _3 |
. N 6x—4y=7
2. Soit le systeme { 7x-5y=8

En utilisant la matrice A~!, chercher la solution de ce systeme.

EXERCICE 1.19.

Une entreprise de menuiserie fabrique 150 chaises par jour. Elle produit deux sortes de chaises, les unes vendues 30€
piece, les autres 60<€ piece. La production d'une journée a été totalement vendue et le montant des ventes s’éleve a
7260€.

On note x le nombre de chaises a 30 € et y le nombre de chaises a 60 € vendues dans la journée.

(310 610 )(;)z( 7125(;)0)

T (1
2. Déterminer I'inverse de lamatrlce.A—( 30 60 )

3. En déduire le nombre de chaises a 30€ et a 60€ qui ont été vendues.

1. Montrer que :

EXERCICE 1.20.
Pour chacun des systémes suivants, les écrire sous la forme matricielle A x X = B, chercher la matrice inverse de A et, a
l'aide de votre calculatrice, en déduire la solution du systéme.

1 { —-2x+5y=1 2x—y+z=7 X+y+z+t=4

| 3x-8y=-3 3. X+2y—-z=6 4 2x—-y+z+2t=4
2x-5y+3z=1 -x+y+2z=11 ' 3x-2y+5z-2t=4

2. -Xx+y—-2z=-5 X+y+2z=4
X+2y—z=2

David ROBERT 7



1.7 Matrices et systemes Terminale ES spécialité

EXERCICE 1.21.

Un triathlon comprend un parcours de natation, suivi d'un parcours a bicyclette, puis d'un parcours de course a pied. La
distance totale est de 32 km. Le parcours de course a pied dépasse celui de natation de 8,8 km et le parcours a bicyclette
est deux fois plus long que celui de course a pied.

On se propose de calculer la longueur de chacun des parcours.

On note n lalongueur du parcours de natation, p celle du parcours de course a pied et b celle du parcours a bicyclette.

1. Montrer que :

1 1 1 n 32
-1 1 0 p |=| 88
0 -2 1 b 0
1 1 1 n 32
2. Onpose A= -1 1 0 |etonadmetque A estinversible. Montrerque:| p |=A"'| 88
0 -2 1 b 0

3. Al'aide de votre calcutrice, déterminer 7, peth.

EXERCICE 1.22.

Soit f une fonction définie sur R de la forme f(x) = ax? + bx + ¢ et € sa courbe représentative dans le plan muni d’'un
repere (0; 7, 7).

Sa courbe € passe par les points M (1;0), N(—1; —4) et P(2; —1).

1. Montrer que a, b et ¢ sont solutions du systeme :
a+b+c=0

a-b+c=-4
4da+2b+c=-1

2. Résoudre ce systeme a I'aide des matrices.

EXERCICE 1.23.
Lors d'une période de sécheresse, un agriculteur releve la quantité totale d’eau en m? utilisée par son exploitation

depuis le premier jour et donne les résultats suivants :

Nombre de jours écoulés : x; 1 3 |5 8 10
Volume utiliséenm3:y; | 2,25 [ 43 | 8 | 17,5 | 27

1. Représenter le nuage de points (x;; y;).
(Unités graphiques : abscisse 1 cm pour un jour; ordonnée 0,5 cm pour un n>).
2. Le nuage de points a une allure qui permet d’envisager une modélisation de la consommation par une parabole
2 qui aurait pour équation y = ax® + bx + c ot1 a, b et ¢ sont des réels.
(a) Déterminer un systéme d’équation d’'inconnues (a; b; ¢) sachant qu’on veut que la parabole passe par les
points A(1;2,25), B(5; 8) et C(10; 27).

(b) ATlaide des matrices, résoudre ce systeme.

(c) Représenter alors cette parabole sur le méme graphique.
Ce modele semble-t-il satisfaisant 2

(d) A l'aide de ce modele, déterminer quelle serait la consommation d’eau pour I'exploitation au bout de 20
jours.

EXERCICE 1.24.

Au cours d'une séance d’essais, un pilote automobile doit, quand il recoit un signal sonore dans son casque, arréter le
plus rapidement possible son véhicule.

Au moment du top sonore, on mesure v; (en km/h) de 'automobile, puis la distance d; (en m) nécessaire pour arréter
le véhicule.

Pour sept expériences, on a obtenu les résultats suivants :

vitesse v; 20 43 62 80 98 115 130
distance d’arrétd; | 3,5 | 20,5 | 35,9 | 67,8 | 101,2 | 135,8 | 168,5

1. Dans le repére fourni sur la figure 1.1 page ci-contre, représenter le nuage de points de coordonnées (v;; d;).
Un modéle affine semble-t-il pertinent 2 Argumenter.

2. On envisage un modele parabolique d’équation y = ax? + bx + ¢ passant par les points (20; 3,5), (80; 67,8) et
(130; 168,5).
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(a) Déterminer le systeme d’équation dont (a; b; c) est solution.
(b) Al'aide des matrices, résoudre ce systéme.

(c) Représenter alors cette parabole sur le méme graphique.
Ce modele semble-t-il satisfaisant ?

(d) Le manuel du code de la route donne, pour calculer la distance d’arrét (en m), la méthode suivante : « Pren-

dre le carré de la vitesse exprimée en dizaines de km/h ».

Comparer les résultat obtenus par le modele parabolique a ceux que 'on obtiendrait avec cette méthode.

FIGURE 1.1: Repere de 'exercice 1.24
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EXERCICE 1.25 (Modele fermé de LEONTIEF).

80 90

Dans un pays imaginaire, I'économie repose sur trois secteurs : industrie, services et électricité.
Pour pouvoir fonctionner, chaque secteur nécessite 1'utilisation d'une partie de la production des deux autres secteurs

et d’'une partie de sa propre production.

Ces échanges durant une année sont résumés dans le tableau des entrées-sorties ci-dessous :

Industrie | Services | Electricité
Produire 1 unité de I'industrie consomme 30% 30% 30%
Produire 1 unité de services consomme 40 % 10% 50 %
Produire 1 unité d’électricité consomme 30% 60 % 20%

Ce modele est dit fermé car on suppose qu'il n’existe aucun échange avec I'extérieur.

Cette économie est dite équilibrée si la production totale de chaque secteur est égale a sa consommation totale.
On se propose de déterminer la production de chaque secteur afin que I'économie soit équilibrée.

On note x, y et zle nombre d’'unités produites, respectivement, par les secteurs de I'industrie, des services et de I'élec-

tricité.

1. Expliquer pourquoi I'économie est équilibrée si et seulement si on a A x P = P ou A est une matrice qu'on ex-

X
pliciteraetP=| y
z
2. Expliquer pourquoi résoudre A x P = P revient a résoudre le systéme suivant :

-0,7x+0,3y+0,3z=0
0,4x-0,9y+0,5z2=0
0,3x+0,6y-0,82=0

David ROBERT
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3. Voici la résolution de ce systéme avec le logiciel Xcas. Expliquer I'affichage.

insolve([-0.7x+0.3y+0.32z=0, 0.4x-0.9y+0.5z=0, 0.3x+0.6y-0.82z=0], [x,y,z])
[0.823529411765%z,0.921568627451*z,z]

4. Pour une production de 10000 unités d’électricité, combien les secteurs de I'industrie et des services doivent-ils
produire d’'unités pour que I'’économie soit équilibrée (on arrondira a l'unité) ?

EXERCICE 1.26 (Modele ouvert de LEONTIEF).

Léconomie d'un pays fictif dépend de trois secteurs : I'agriculutre, les biens manufacturés et I'énergie. Lunité de pro-
duction est le milliard d’euros.

Pour pouvoir fonctionner, chaque secteur nécessite 'utilisation d’'une partie de la production des autres secteurs et
d’'une partie de sa propre production. Ces secteurs doivent, en outre, satisfaire les besoins de la population. On parle
alors de modele ouvert car il y a demande extérieure aux trois secteurs.

Les tableaux des entrées-sorties ci-dessous détaillent ces échanges durant une année :

Bi - . B i 1 -
Agriculture ien ’manu Energie e§01ns de la popu
facturés lation
Produire 1 unité
. 13,2 ités d’ i-
d’agriculture con- | 0,293 0 0 uhites - cagr
culture
somme
Produire 1 unité de
1 . .
bien manufacturés | 0,014 0,207 0,017 7,6 unités (,16 biens
manufacturés
consomme
Produire 1 unité
d’énergie con- | 0,044 0,01 0,216 1,8 unité d’énergie
somme

Afin d’avoir une économie équilibrée, la production totale de ces secteurs doit couvrir les besoins des secteurs et de la
population.

On se propose de déterminer les productions de I'agriculture, des biens manufacturés, de I'énergie pour que I'économie
soit équilibrée.

On note respectivement x, y et z le nombre d’'unités produites par I'agriculture, les biens manufacturés et I'énergie
pendant une année.

1. Expliquer pourquoi0,014x+0,207y+0,017z+17,6 = y puis écrire des équations analogues pour tous les secteurs.

X 13,2
2. Montrer que le systeme obtenu s’écrit Ax P+D=PouP=| y |,D=| 17,6 | et A estune matrice carrée a
z 1,8

préciser.
3. Interpréter en termes d’économie la matrice A x P.

4. Montrer que résoudre I'équation A x P+ D = P revient a résoudre I'équation (I3 — A) x P = D ol I3 est la matrice
unité d’ordre 3.
La matrice I — A est appelée matrice de LEONTIEF.

5. Onpose £ =13 - A.
Déterminer Z, puis utiliser la calculatrice pour résoudre I'équation matricielle & x P = D.

6. Quelle doit étre la production de chaque secteur pour que I’économie soit équilibrée (on arrondira au dixieme de
milliard d’euros) ?

EXERCICE 1.27.

Un vendeur de glaces et un autre de boissons travaillent sur une plage isolée. La journée de travail est longue aussi
consomment-ils tous les deux glaces et boissons et vendent le reste aux vacanciers selon les modalités indiquées en
pourcentage suivantes :

nécessite pour le | de l'ensemble des | de I'’ensemble des Demande des va-
vendeur glaces boissons canciers

1€ de glaces ven- 29 1% 116

dues

1€ de boissons ven- 4% 3,25% 150

dues
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On note respectivement x et y le nombre d’euros de glaces et de boissons vendues.
On se propose de déterminer x et y pour que chacun, vendeurs et vacanciers, consomme ce qu'’il souhaite et que tous
les produits soient vendus.

1. Modélisation
(a) Expliquer pourquoi 0,02x+ 0,01y + 116 = x puis écrire une équation analogue pour les boissons.

(b) Montrer que le systeme d’équations obtenu dans la question précédente est équivalent a 'équation ma-
tricielle A x V + D =V ou les matrices A, V et D seront a préciser.

(c) Montrerque Ax V +D =V est équivalenta £ xV=Dol & = _0(’)?834 ()_,3;3(;}5
2. Résolution du probleme

(a) Al’aide de la calculatrice, résoudre £ x V = D.

(b) Résoudre le probleme.

EXERCICE 1.28.
Ce tableau est un extrait de la table créée par WASSILY LEONTIEF lors de son étude de 'économie américaine en 1947.
Lunité est le milliard de dollars de 1947.

nécessite. .. La production d’1 unité de produits Demande de

unités du . . . la population
agricole manufacturés | de services

secteur

Agriculture 0,4102 0,0301 0,0257 39,24

Manufactures | 0,0624 0,3783 0,1050 60,02

Services 0,1236 0,1588 0,1919 130,65

On suppose que I'économie est équilibrée, c’est-a-dire que la production totale de ces trois secteurs couvre les besoins
de ces secteurs et de la population.

1. Ecrire I'équation matricielle qui traduit I'équilibre de cette économie.
2. Déterminer alors la production de chaque secteur en 1947 (on arrondira les résultats a l'unité).

3. Analyser le changement de production de chaque secteur si la demande de la population est donnée par D =
40,24
60,02
130,65

EXERCICE 1.29.
Les tableaux ci-dessous indiquent les ventes de la buvette lors d'un festival de musique durant trois jours ainsi que les
prix pratiqués.

Ventes Sandwich Frite Boisson Prix
Jour 1 70 110 225 Sandwich 4€
Jour 2 105 135 290 Frite 2,50€
Jour 3 63 90 185 Boisson 1,50€

Certains participants du festival ont laissé entendre au gérant de la buvette qu’il pratiquait des prix trop élevés.
En prévision du festival de 'année prochaine, le gérant estime qu’en baissant ses prix de 20 %, il augmenterait ses ventes
de 20 %.

A-t-il intérét a baisser ses prix? On utilisera les matrices pour répondre a la question.
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Nom : Vendredi 12 octobre - 1h30

Devoir surveillé n° 1
Matrices

EXERCICE 1.1 (2 points).

Calculatrice déconseillée.

Le calcul ci-dessous est celui de A x B ol A et B sont les matrices indiquées, mais il est incomplet.
Indiquer, sur votre copie, le détail du calcul du coefficient manquant et son résultat.

0 2 1

B= 1 0 -2

1 1 1

1 0 2 2 4 3

A= 1 -1 1 0o 3 ...
3 2 0 2 6 -1

EXERCICE 1.2 (3 points).
Calculatrice déconseillée.
Dans chacun des cas suivants, déterminer siles matrices proposées sont inverses I'une de 'autre en justifiant :

LA:(I 2)a3=(‘1 2)

1 1 1 -1
1 2 3 -1
2.c=(y 3en=( 5, 7]

EXERCICE 1.3 (4 points).
Calculatrice conseillée.

On considere la matrice A = ( 3 5 )

2 3

1. Calculer A2, A3 et A%,

2. En déduire I'inverse de la matrice A.

3. On pose B = A%. Déduire de ce qui précede I'inverse de B.

EXERCICE 1.4 (4 points).
Calculatrice déconseillée.

On donne :
1 1 0
« A= 1 1 1
0 -1 1
2 2 1
e A2=| 2 1 2
-1 -2 0
4 3 3
« A= 3 1 3
-3 -3 =2

1. Calculer A3 —3A2 +3A— I ot1 I est la matrice identité d’ordre 3.
2. En déduire A3 —34% +3A.

3. En déduire, par un calcul matriciel, que A est inversible et donner une expression de A~!.
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EXERCICE 1.5 (7 points).

Calculatrice conseillée.
Le tableau suivant donne la production mondiale de sucre brut en millions de tonnes (le rang 0 est a I’année 1900) :

année 1920 | 1940 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990
rang x; 2 4 6 7 8 9
production y; | 16,8 29,9 55,4 72 88 113,9

. Représenter le nuage de points (x;; y;) dans le repére de la figure ci-dessous.

On envisage un modéle parabolique d’équation y = ax? + bx + ¢ pour x > 0 passant par les points A(2; 16,8),
B(6;55,4) et C(9;113,9).

(a) Déterminer un systeme d’équation dont (a; b; c) est solution.

(b) Al'aide des matrices, résoudre ce systeme. On donnera les valeurs approchées de a, b et c a 1073.

Pour la suite nous prendrons le modele parabolique ayant I'équation suivante : y = 1,4x? — 1,6x + 14 pour x > 0.

(a) Représenter le modele dans le méme repere. Semble-t-il satisfaisant ?

(b) Estimer la production qu’on pouvait prévoir en 1995 (arrondie au dixieme).

(c) Estimer 'année ou1 la production y atteindra 150 millions de tonnes.

. La production de sucre en 1995 a été de 116,4 millions de tonnes.

Quelle est 'erreur commise en pourcentage avec la prévision du 3b ?

Vi
1251

100

T

751

501

251

Xi

14
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Chapitre 2

Graphes : premiéres notions
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2.1 Quelques problemes

PROBLEME 2.1 (Matches de football).

Une ligue de football comporte cinq équipes.

« Il est décidé par le bureau de la ligue que lors d’'un week-end d’entrainement, chaque équipe jouera quatre matches
(deux équipes ne peuvent pas se rencontrer plus d'une fois). Comment I'organiser (chacun est libre de ses regles
d’organisation) ?

 Le calendrier étant trop chargé, les organisateurs décident que chaque équipe ne jouera que trois matches. Comment
I'organiser ?

PROBLEME 2.2 (Segments).
Comment tracer 5 segments sur une feuille, de telle maniére que chaque segment en coupe exactement 3 autres ?

PROBLEME 2.3 (Poignées de main).

M. et Mme EULER assistent a une réunion. Ily a trois autres couples dans I'assistance : certains participants a la réunion
se saluent en se serrant la main.

« Personne ne serre sa propre main et les époux ne se serrent pas la main.

» Deux personnes quelconques de 'assemblée se serrent la main au plus une fois.

» M. EULER constate que les sept autres personnes ont échangé des poignées de mains en nombres tous distincts.
Combien de poignées de mains M. et Mme Euler ont-ils échangé avec les autres membres de la réunion ?

PROBLEME 2.4 (Ouverture de magasins).

Une chaine de cinq magasins décide d’ouvrir ses magasins en nocturne avec les contraintes suivantes :

« les deux premiers magasins ne peuvent pas étre ouverts ensemble;;

« il en est de méme pour les deux derniers;

« au plus un seul magasin peut étre ouvert parmi les magasins 1, 3, 4.

Trouver un état qui maximise le nombre de magasins ouverts en nocturne, tout en respectant les contraintes.
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2.2 Premieres notions

De trés nombreux problémes pratiques peuvent étre ainsi schématisés a’aide d'un graphe; en simplifiant la représen-
tation, on peut ainsi trouver plus rapidement la solution (ou en voir I'impossibilité ). Pour certains problemes, comme
ceux que nous venons de voir, les arétes n'ont pas d’orientation. Pour d’autres, il est indispensable d’avoir une orienta-
tion sur le graphe : le plan d’une ville comme graphe non orienté satisfera le piéton, tandis que ce méme graphe orienté
par les sens de circulation sera bien plus apprécié de I'automobiliste.

Une question importante est celle du choix du graphe associé a une situation donnée (il peut y en avoir plusieurs) ;
comment choisir les sommets et les arétes? Comme on vient de le voir dans le probleme des segments, ce n’est pas
toujours évident. Dans des paragraphes ultérieurs, on étudiera des questions de compatibilité, il faudra décider si les
arétes correspondent aux couples de points compatibles ou incompatibles, et si les arétes sont orientées ou non.

Nous allons formaliser les notions qui précedent.

Définition 2.1 (Graphe, sommets, arétes, sommets adjacents). Un graphe G (non orienté) est constitué d'un ensem-
ble S de points appelés sommets, et d'un ensemble A d’arétes, tels qu’a chaque aréte sont associés deux sommets,
appelés ses extrémités.

Deux sommets qui sont les extrémités d'une aréte sont dits adjacents.

Les deux extrémités peuvent étre distinctes ou confondues ; dans ce dernier cas, I'aréte s’appelle une boucle. Deux arétes
peuvent aussi avoir les mémes extrémités (on dit alors qu’elles sont paralléles). Cependant, la trés grande majorité des
problémes que nous rencontrerons, ou des graphes non orientés seront en jeu, concerne des graphes simples, c’est-a-
dire sans boucles ni arétes paralleles. Les termes simples et paralleles ne sont pas a retenir.

Exemple 2.1. On considere le graphe Gy, de la figure 2.1. Le sommet s4 est un sommet isolé, 'aréte a est une boucle, b
et ¢ sont des arétes ayant mémes extrémités, les sommets s; et s, sont adjacents, ainsi que s; et s3, puisqu’ils sont reliés
par une aréte.

FIGURE 2.1: Le graphe G;

Remarque. Laposition des sommets et la longueur ou I'allure des arétes n’ont aucune importance.

EXERCICE.
Parmi les sept graphes donnés dans la figure 2.2 page suivante, déterminer ceux qui sont identiques.

Remarque. C’est un probléme tres difficile en général, dés que le nombre de sommets est assez grand.

Une premiere maniere d’évaluer la complication d'un graphe est de compter le nombre de ses sommets :

Définition 2.2 (Ordre d'un graphe). Lordre dun graphe est le nombre de ses sommets. |

Définition 2.3 (Degré d'un sommet, parité d'un sommet). On appelle degré d'un sommet le nombre d’arétes dont
ce sommet est une extrémité (les boucles étant comptées deux fois). Un sommet est pair (respectivement impair) si
son degré est un nombre pair (respectivement impair).

Exemple 2.2. Dans la figure 2.1, s; est de degré 5, s» de degré 3, s, de degré 0.

On prouve facilement le théoréme suivant :

Théoreme 2.1. La somme des degrés de tous les sommets d’'un graphe est égale a deux fois le nombre d’arétes de ce
graphe; c’est donc un nombre pair.

Preuve. Lorsque on additionne les degrés des sommets, chaque aréte est comptée deux fois, une fois pour chaque
extrémité. ¢
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FIGURE 2.2: Sept graphes

AT

G1 Gy Gs Gy

Gs Gs G7

Propriété 2.2. Dans un graphe le nombre de sommets impairs est toujours pair. |

Preuve. En effet, sinon, la somme des degrés des sommets serait impaire. &

EXERCICE.
Al'aide de ce théoréme ou de cette propriété, montrer que certains des problémes donnés en introduction n’ont pas de
solution.

2.3 Graphes complets

Définition 2.4 (Graphe complet). Un graphe (simple) est dit complet si tous ses sommets sont adjacents, c’est-a-dire
si toutes les arétes possibles existent. On appelera K, le graphe complet & 7 sommet (il n'y en a qu’un).

EXERCICE.
Parmi les graphes de la figure 2.2, lesquels sont complets ?

EXERCICE.
Quel est le degré de chacun des sommets d'un graphe complet d’ordre n?
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2.4 Sous-graphes

Définition 2.5 (Sous-graphe, sous-graphe engendré par des sommets). Soit G un graphe, le graphe G’ est un sous-
graphede G, si:

« I'ensemble des sommets de G’ est inclu dans celui des sommets de G;

« I'ensemble des arétes de G’ est inclu dans celui des arétes de G.

Si, de plus, les arétes de G’ sont exactement foutes les arétes de G joignant les sommets de G/, on dit que G’ est le
sous-graphe de G engendré par sy, S2, ..., Sp.

Exemple 2.3. Considérons le graphe G dont les sommets sont les villes francaises possédant une gare et dont les arétes

sont les voies ferrées reliant ces villes (on excluera les gares oll ne passent plus de voies).

« Le graphe G’ dont les sommets sont les villes d'un méme département possédant une gare et dont les arétes sont les
voies ferrées reliant ces villes est le sous-graphe de G engendré par ces villes.

« Le graphe G” dont les sommets sont les villes ot passe un TGV et dont les arétes sont des voies ferrées TGV est un
simple sous-graphe de G car il existe des voies normales reliant, par exemple, Marseille a Lyon, qui ne sont pas dans
ce sous-graphe.

Exemple 2.4. La figure 2.3 de la présente page présente deux sous graphes du graphe G;.

FIGURE 2.3: Deux sous-graphes de G;

G> un sous-graphe de G; G3 le sous-graphe de G;
engendré par sj, S2, 53

EXERCICE.

Dessiner les graphes suivants :

» Gy le sous-graphe de G; engendré par sy, S ; » Gg le sous-graphe de G; engendré par s1, S ;

» Gs le sous-graphe de G; engendré par sy, $3, 54 ; » Gy lesous-graphe de G; engendré par s; et ss.
Enfinona:

Définition 2.6 (Sous-graphe stable). On dit qu'un sous-ensemble de I'ensemble des sommets est stable s'il ne con-
tient pas de paire de sommets adjacents. On peut aussi parler de sous-graphe stable : cela revient au méme, puisque
si un ensemble de sommets est stable, le graphe engendré, par définition, n’a pas d’aréte.

Exemple 2.5. Dans 'exercice ci-dessus, le sous-graphe Gy est stable.

Ce terme de « stable » peut paraitre arbitraire. Il est en fait naturel si 'on considere ce qu'on appelle un « graphe d’in-
compatibilité » : dans un groupe d’individus, on peut définir un graphe en reliant par une aréte les individus qui ne
peuvent se supporter. Si 'on veut choisir un sous-groupe de personnes qui travaillent ensemble, il est préférable de
choisir un sous-ensemble stable! On verra en particulier beaucoup d’applications de cette notion dans le paragraphe
sur les colorations.

2.5 Chaines et connexité

Dans bien des problemes de graphes, il est naturel de considérer ce que I'on peut appeler, de facon informelle, des
«parcours » ou « chemins ». Le mot utilisé en théorie des graphes est chaine.

La notion intuitive de chaine, ou plus tard de chaine orientée, se comprend bien sur un dessin, il est moins facile d’en
donner une définition effective.
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Définition 2.7 (Chaine, longueur d'une chaine, cycle). Une chaine dans un graphe G est une suite finie :
S0; A1; S1; A2; S2; A3; S3; ... Ap; Sp, débutant et finissant par un sommet, alternant sommets et arétes de telle maniere que
chaque aréte soit encadrée par ses sommets extrémités.

La longueur de la chaine est égale au nombre d’arétes qui la constituent; la chaine est fermée si sy = s;, si de plus
toutes ses arétes sont distinctes on dit alors que c’est un cycle.

Remarque. Quand il n'y a pas d’ambiguité (pas d’arétes multiples), on peut définir une chaine par seulement la suite
de ses sommets ou par seulement la suite de ses arétes.

Enfinona:

Définition 2.8 (Graphe connexe). Un graphe est connexe si deux sommets quelconques sont reliés par une chaine. |

Définition 2.9 (Distance entre deux sommets). Soit G un graphe connexe, s et s’, deux sommets quelconques de G.
Le graphe étant connexe, il existe au moins une chaine reliant s et s’. On appelle distance entre s et s' la plus petite
des longueurs des chaines reliant s a s'.

Remarque. Lorsque le graphe n’est pas connexe, il existe au moins deux sommets qui ne sont pas reliés par une chaine.
On dit parfois que la distance entre ces sommets est infinie.

Définition 2.10 (Diametre d'un graphe). On appelle diametre d’un graphe connexe, la plus grande distance entre ses
sommets.

Remarque. Lorsque le graphe n’est pas connexe, on dit parfois que son diametre est infini.

2.6 Graphes orientés

Il existe de nombreux domaines ol les graphes sont orientés. Par exemple : plan de ville, avec les sens interdits ; parcours
en montagne, ol il est utile d'indiquer le sens de montée! Circuit électrique en courant continu, ot il faut orienter les
arétes pour décider du signe de 'intensité : ce n'est pas la méme chose de faire passer 10 amperes de A vers B ou de
B vers A; graphe d’ordonnancement, ot les arétes relient une tache a une autre qui doit la suivre : on ne peut faire la
peinture avant le platre.

Définition 2.11. On appelle graphe orienté un graphe ol chaque aréte est orientée, c’est-a-dire qu’elle va de I'une
des ses extrémités, appelée origine ou extrémité initiale a I'autre, appelée extrémité terminale.

Dans un graphe orienté, chaque aréte orientée possede un début et une fin. Toutes les notions que nous avons définies
pour un graphe ont un équivalent pour un graphe orienté. Nous nous contenterons de rajouter le mot « orienté » pour
préciser; le contexte rendra évidente I'interprétation a donner.

En particulier, une chaine orientée est une suite d’arétes telle que I'extrémité finale de chacune soit I'extrémité initiale
de la suivante. On prendra garde au fait que 'on peut définir et utiliser des chaines (non orientées) sur un graphe
orienté. Par exemple, sur un plan de ville ol1 toutes les rues sont en sens unique, un parcours de voiture correspond a
une chaine orientée, un parcours de piéton correspond a une chaine (non orientée).
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2.7 Exercices

EXERCICE 2.1.
Parmi les graphes de la figure 2.4 de la présente page, déterminer ceux qui sont susceptibles de décrire une méme
situation.

FIGURE 2.4: Graphes de I'exercice 2.1

& A . e o9 sl | [
—— . L " I X -
. : - . * [ ) = _-___,— - ‘;" ‘ .
W L] Py o - L [ ] »
. 2 by . L] 2 e [
. . . ,. . p! [ 3 ™ .'," ‘ll, . »
5 -, Ve e o

EXERCICE 2.2.« Dessiner les graphes complets Kj;, pour n = 2;3;4;5. Combien ont-ils d’arétes ?
» Dessiner les graphes simples d’ordre 3, 4, 5, 6 dont tous les sommets sont de degré 2.

EXERCICE 2.3.

Le conseil municipal d'une ville comprend 7 commissions, qui obéissent aux regles suivantes :
» Regle 1 : tout conseiller municipal fait partie de 2 commissions exactement;

» Regle 2 : deux commissions quelconques ont exactement un conseiller en commun.
Combien y a-t-il de membres dans le conseil municipal 2

EXERCICE 2.4.
Dans un groupe de vingt enfants, est-il possible que sept d’entre eux aient chacun exactement trois amis, neuf d’entre
eux en aient exactement quatre, et quatre d’entre eux exactement cinq?

EXERCICE 2.5.

Peut-on dessiner des graphes simples (pas d’arétes dont les extrémités sont confondues et au plus une aréte joignant
deux sommets) dont la liste des degrés des sommets soit :

e 6-3-2-2-1-1-1

e 7-5-3-2-2-2-2-2

EXERCICE 2.6 (Associer un graphe a une situation).

Comparer les trois graphes définis ci-dessous :

» on considere un octaédre ; un sommet du graphe est associé a un sommet de 'octaedre et une aréte correspond a
une aréte de I'octaedre;

» on considére un cube; un sommet du graphe est associé a une face du cube et deux sommets du graphe sont reliés
par une aréte si les faces correspondantes ont une aréte commune;

« les sommets du graphe sont tous les sous-ensembles a deux éléments de {1,2,3,4}; deux sommets sont reliés si leur
intersection est non vide;

« trois pays envoient chacun a une conférence deux espions; chaque espion doit espionner tous les espions des autres
pays.

EXERCICE 2.7. 1. Dessiner tous les graphes simples possible d’ordre n pour n variant de 1 a 4.

2. Lire graphiquement leur diametre.

3. Caractériser les graphes de diametre 1.

EXERCICE 2.8 (Diametre d'un graphe). 1. Quels sont les diametres des graphes de la figure 2.5 page ci-contre ?

2. Quels sont les diametres des graphes de la figure 2.6 page suivante ? Si on continuait a construire des graphes sur
le méme modele, quels seraient les nombres de sommets et d’arétes en fonction du diametre ?

EXERCICE 2.9.
Quel est le diametre du graphe donné par la figure 2.7 page ci-contre ?
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FIGURE 2.5: Graphes de 'exercice 2.8, question 1

A

FIGURE 2.6: Graphes de 'exercice 2.8, question 2
L
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FIGURE 2.7: Graphe de 'exercice 2.9
(6)
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Devoir surveillé n° 2
Graphes — Premieres notions

EXERCICE 2.1 (7 points).
On donne le graphe suivant :

B) @ ®

C E
1. Citer deux sommets adjacents et deux sommets non adjacents. Justifier
brievement.
2. Donner I'ordre du graphe. Justifier brievement.

3. Donner le degré de chacun des sommets. On pourra présenter sa réponse
sous la forme d’'un tableau.

4. Citer un sommet pair et un sommet impair.
5. Le graphe est-il complet ? Justifier brievement.
6. Le graphe contient-il un sous-graphe complet d’ordre 3? d’ordre 4? Si
oui donner les sommets par lesquels il est engendré.
7. Le graphe contient-il un sous-graphe stable d’ordre 3 ? Si oui donner les
sommets par lesquels il est engendré.
8. Construire le sous-graphe engendré par les sommets C, D et E.
EXERCICE 2.2 (3 points).
Est-il possible que dans un groupe de six personnes (on justifiera chaque
réponse) :
1. quatre d’entre elles aient 4 amis, une d’entre elles 2 amis et la derniere 6
amis?
2. trois d’entre elles aient 5 amis, deux d’entre elles 3 amis et la derniére 2
amis?
3. deux d’entre elles aient 3 amis, deux d’entre elles 2 amis et les deux
dernieres 1 ami?

Devoir surveillé n° 2
Graphes — Premieres notions

EXERCICE 2.1 (7 points).
On donne le graphe suivant :

B) @ ®

C E
1. Citer deux sommets adjacents et deux sommets non adjacents. Justifier
brievement.
2. Donner l'ordre du graphe. Justifier brievement.

3. Donner le degré de chacun des sommets. On pourra présenter sa réponse
sous la forme d’'un tableau.

4. Citer un sommet pair et un sommet impair.
5. Le graphe est-il complet? Justifier brievement.
6. Le graphe contient-il un sous-graphe complet d’ordre 3? d’ordre 4? Si
oui donner les sommets par lesquels il est engendré.
7. Le graphe contient-il un sous-graphe stable d’ordre 3? Si oui donner les
sommets par lesquels il est engendré.
8. Construire le sous-graphe engendré par les sommets C, D et E.
EXERCICE 2.2 (3 points).
Est-il possible que dans un groupe de six personnes (on justifiera chaque
réponse) :
1. quatre d’entre elles aient 4 amis, une d’entre elles 2 amis et la derniere 6
amis?
2. trois d’entre elles aient 5 amis, deux d’entre elles 3 amis et la derniére 2
amis?
3. deux d’entre elles aient 3 amis, deux d’entre elles 2 amis et les deux
dernieres 1 ami?
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3.1 Quelques problemes

PROBLEME 3.1 (Aumusée). 1. (a) Voicile plan du musée de la ville d’Izis :

T

Un visiteur se promene et se rend compte qu’il peut choisir un itinéraire passant une seule fois par chaque
piece.

Mais peut-il trouver un chemin passant une seule fois par chacune des portes ?

Peut-il trouver un circuit ' passant une seule fois par chacune des portes ?

(b) Qu’en est-il du musée de la ville d’Oz donné ci-dessous ?

1 1

1. Un circuit est un chemin qui revient a son point de départ.

23
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Terminale ES spécialité

(c) Qu’en est-il du musée de la ville d’Aza donné ci-dessous ?

(d) Qu’en est-il du musée de la ville d’Ezé donné ci-dessous?

L

T

2. (a) Quelle(s) conjecture(s) pouvez-vous émettre ?

(b) Vérifier ces conjectures sur les musées de la figure 3.1 de la présente page.

FIGURE 3.1: Musées de la question 2b

T

S L. S T

?}j’_ﬂ:—u—-l
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i | i

1 1
T
: |
I
— o
T .
l — —
I [
: i
| 1 I
I I T
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PROBLEME 3.2 (Avec des graphes). 1. Pour chacun des graphes, existe-t-il un chemin, ou un circuit, qui passe une
seule fois par chacune des arétes ? Expliquez pourquoi.

=~

2. Vérifier si vos conjectures sont valides sur les graphes ci-dessous.

PROBLEME 3.3 (Les sept ponts de Konigsberg).

Le probléme qui suit est, selon la légende?, a 'origi-
ne de l'invention des graphes par EULER, qui résidait a
Konigsberg. Au XVIIIe siecle, les habitants de Konigsberg
(actuellement Kaliningrad, région de la Russie frontaliere
de la Pologne et de la Lituanie) aimaient se promener le
dimanche.

La ville de Konigsberg comprenait sept ponts, disposés
selon le schéma de la figure ci-contre.

Le souhait des habitants de Konigsberg était de faire un
trajet passant une fois et une seule par chaque pont.
Comment faire?

PROBLEME 3.4 (Les enveloppes).
Peut-on dessiner sans lever le crayon et en ne passant qu'une seule fois sur chaque aréte les graphes de la figure ci-

o =

2. EULER a bien trouvé la solution générale de ce type de probléemes mais sans utiliser les graphes et, s'il a prouvé dans quels cas un tel trajet était
impossible, il n’a pas prouvé pourquoi dans les autres cas c’est toujours possible.
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3.2 Bilan et compléments
Cela nous ameéne a définir :

Définition 3.1 (Chaine eulérienne). Une chaine est eulérienne si elle contient une fois et une seule chaque aréte du
graphe; sila chaine est un cycle (sommet de départ et de fin confondus), on I'appelle cycle eulérien.

Le théoreme suivant, dit théoreme d’EULER, qu’on admettra, est a l'origine de la théorie des graphes :

Théoreme 3.1 (d’'EULER). Un graphe connexe a une chaine eulérienne si et seulement si tous ses sommets sont pairs
sauf au plus deux.

De facon plus précise :

« sile graphe n’a pas de sommet impair, alors il a un cycle eulérien;

« le graphe ne peut avoir un seul sommet impair ;

« sile graphe a deux sommets impairs, ce sont les extrémités de la chaine eulérienne.
La propriété suivante, conséquence immédiate du théoreme, est souvent utile :

Propriété 3.2. Un graphe connexe ayant plus de deux sommets impairs ne possede pas de chaine eulérienne.

Ces résultats permettent de résoudre beaucoup de problémes pratiques se traitant en théorie des graphes.

3.3 Exercices

EXERCICE 3.1.
ATaide du théoréme ou de la propriété, déterminer ceux des problémes présentés plus haut qui n’ont pas de solution
et, si cela n'a pas été déja fait, trouver les solutions des autres.

EXERCICE 3.2.
On construit un musée dont les piéces sont disposées comme indiqué sur la figure 3.2 de la présente page (les entrées
et sorties du musée ne sont pas crées).

1. Montrer qu’il est impossible d’organiser un parcours dans ce musée qui emprunterait une et une seule fois
chaque passage entre deux salles.

2. Quel passage doit-on condamner, ou quel passage doit-on créer pour qu'un tel trajet soit possible ?
Dans quelle(s) piece(s) doit-on alors créer 'entrée et la sortie du musée ?

FIGURE 3.2: Figure de l'exercice 3.2

Da Vinci Botticelli Miré

Van Gogh Rembrandt

Picasso Delacroix

EXERCICE 3.3.
Cing pays sont représentés (schématiquement) avec leurs frontieres sur la figure 3.3 page suivante. Est-il possible de
partir d'un pays et d’y revenir en franchissant chaque frontieére une fois et une seule ?

EXERCICE 3.4.
La carte de la figure 3.4 page ci-contre est celle des régions francaises. Est-il possible de parcourir la France en passant
une et une seule fois par toutes les frontieres entre les régions ?

EXERCICE 3.5.
On dispose d’'un fil de fer de 120 cm. Est-il possible de préparer une carcasse de cube de 10 cm d’aréte sans couper le
fil? Sinon, combien de fois au minimun faut-il couper le fil de fer pour fabriquer cette carcasse 2
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FIGURE 3.3: Probleme des frontiéeres

FIGURE 3.4: Les régions de France
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Devoir surveillé n° 3

Graphes eulériens

EXERCICE 3.1.
On consideére un espace de jeu réservé a des enfants.

Les enfants peuvent se déplacer sur cinq plates-formes
notées A, B, C, D et E.

A estla plate-forme de départ.

Ces plates-formes sont reliées entre elles par un certain
nombre de rampes, comme indiqué sur le schéma ci-
contre.

Partie A

On représente cet espace de jeu par le graphe G ci-dessous
ol une plate-forme est représentée par un sommet et une
rampe est représentée par une aréte.

D

A
1. Ce graphe est-il complet? Justifier.
2. Ce graphe est-il connexe ? Justifier.

3. Ce graphe contient-il un sous-graphe complet d’or-
dre 3 ?Etd’ordre 4 ? Si la réponse est oui, on indiquera
les sommets par lequel ce sous-graphe est engendré.

4. Ce graphe contient-il une chaine eulérienne ? Justi-

fier.

EXERCICE 3.2.

Partie B

Une étude a montré que sur ce genre de structure les dé-
placements des usagers étaient plus ou moins fluides et a
classé ces structures en trois catégories :

Catégoriel: déplacements tres peu fluides; c’est le cas
lorsque, sur la structure, il n’existe pas de trajet per-
mettant d’emprunter une et une seule fois chaque
rampe.

Catégorie2: déplacements assez fluides; c’est le cas
lorsque, sur la structure, il existe au moins un tra-
jet permettant d’emprunter une et une seule fois
chaque rampe mais que ce trajet ne démarre pas sur
la plate-forme de départ.

Catégorie3: déplacements tres fluides; c’est le cas
lorsque, sur la structure, il existe au moins un tra-
jet permettant d’emprunter une et une seule fois
chaque rampe et que ce trajet démarre sur la plate-
forme de départ.

Déterminer dans quelle catégorie est la structure et, si ja-
mais elle n'est pas dans la catégorie 3, proposer une mod-
ification simple permettant qu’elle soit dans cette caté-
gorie.

Voici le plan d'un musée : les parties grisées matérialisent les portes et les visiteurs partent de I'accueil, visitent le musée

et doivent terminer leur visite a la boutique.

A
Boutique i
L S

+ b

C

Accueil * _—

+
=]

1. Est-il possible de trouver un trajet ou les visiteurs passent une fois et une seule par toutes les portes 2 On justifiera

tres rigoureusement.

2. Sioui, donner un tel trajet; si non proposer une modification simple du musée permettant un tel trajet.
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4.1 Un probleme

Sébastien se rend réguliérement en train de la ville U (sommet 1) a la ville V (sommet 9), dans un réseau donné par
le graphe ci-dessous. 1 fait toujours le trajet en 5 étapes, et veut faire a chaque fois un chemin différent. Combien de
trajets pourra-t-il faire ?

(x) (5)

2)

31



4.2 Une solution Terminale ES spécialité

4.2 Une solution

Comme on I'a vu précédemment, si 'on essaie une énumération compléte de tous les chemins de longueur 5de U a V,
on se rend vite compte qu'’il est difficile de ne pas en oublier. Il faut trouver un moyen systématique de faire 'énuméra-
tion. La solution passe par les matrices.

4.2.1 Matrice d’adjacence d’'un graphe

Définition 4.1. Soit G un graphe qui possede n sommets numérotés de 1 a n. On appelle matrice d’adjacence du
graphe la matrice A = (a;;;), ou a;;; est le nombre d’arétes joignant le sommet de numéro i au sommet de numéro j.

Exemple 4.1. Le graphe G ci-dessous a la matrice d’adjacence A ci-contre.

— - O
S = O -
— O =
S = O =

Remarque. Lallure de la matrice d’adjacence donne des indications sur la nature du graphe :

» La matrice d’adjacence d'un graphe sans boucle n’a que des 0 sur la diagonale.

« La matrice d’adjacence d'un graphe sans aréte parallele n’a que des 1 ou des 0.

» Lamatrice d’adjacence d'un graphe non orienté est symétrique par rapport a sa diagonale.

» Lamatrice d’adjacence d'un graphe complet n’a que des 1, hormis sur sa diagonale ou1il y a des 0.

Cas d’'un graphe orienté

On a vu que la matrice d’adjacence d’'un graphe non orienté est symétrique. Il n'en va pas de méme pour celle d'un
graphe orienté car si une aréte a pour extrémité initiale le sommet A et pour extrémité finale le sommet B, il n’en existe
pas forcément une allant de B vers A, aussi dans ce cas le coefficient correspondant aux arétes allant de A vers B ne
sera pas le méme que le coefficient correspondant aux arétes allant de B vers A.

On donc doit convenir d'un sens de lecture pour la matrice d'un graphe orienté. La matrice

1 10

1 00

010
peut correspondre a I'un ou 'autre des graphes ci-dessous selon qu’on choisit de lire les extrémités initiales en ligne ou
en colonne :

En ligne En colonne

© ©

On convient alors de la chose suivante :

Définition 4.2. Par convention, dans la matrice d’adjacence d'un graphe G orient€, le terme a;; (i-iemeligne, j-ieme
colonne) désigne le nombre d’arétes d’origine le sommet i et d’extrémité finale le sommet j.
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4.2.2 Puissances de la matrice d’adjacence d'un graphe

ACTIVITE 4.1.
Considérons le graphe G de I'exemple 4.1.

1. Déterminer le nombre de chaines de longueur 2 entre deux sommets quelconques et présenter les résultats sous
forme de matrice.

2. Ala calculatrice, obtenir AZ2. Que constate-t-on?

3. Lerésultat précédent étant vrai dans le cas général, résoudre, a I'aide des matrices, le probléme d’introduction.

Théoreme 4.1 (admis). Soit G un graphe de matrice d'adjacence A. Le nombre de chaines de longueur n joignant le
sommet i au sommet j est donné par le terme d'indice i; j de la matrice A".

4.3 Exercices

EXERCICE 4.1.
Quel est le nombre de chaines de longueur 6 entre 'entrée et la sortie du graphe donné par la figure 4.1 de la présente

page?

FIGURE 4.1: Le graphe de I'exercice 4.1

EXERCICE 4.2.
La figure 4.2 de la présente page donne un graphe représentant un plan de circulation du centre-ville de Neverland.

FIGURE 4.2: Graphe de l'exercice 4.2

B 0\
G Sortie
C ) @/

1. Quel est le nombre de manieres d’aller en voiture de I'entrée a la sortie en 10 étapes ?

2. Etapied?
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EXERCICE 4.3.
Représenter le graphe G dont la matrice d’adjacence est la suivante :

o = O = O O
_ o = O O O
o= O O O
—_ o O O = O
=N ool =l
(==l e =l

EXERCICE 4.4.
On donne A la matrice d’adjacence d’'un graphe G ainsi que quelques-unes de ses puissances ci-dessous. Sans tracer le
graphe répondre aux questions.

1. Quel estl'ordre de G?
2. Gest-il un graphe orienté ?
3. (@) Quelestle degré dusommet 3?
(b) Le graphe est-il eulérien?
4. Combien de chaines de longueur 4 relient les sommets 2 et 52
5. Pourquoi y a-t-il forcément une erreur dans la matrice A% ?
6. (a) Quelle estla distance entre les sommets 1 et 72
(b) Quel est le diametre de G?

01 1 0 0 0 0 O

1 0111000

110 01 0 0 O

A= 01 00 10 0O

01 110110

00 0 01010

0 0001 1 01

0 0 00 0 01 O
11 13 11 9 18 5 5 2
21 112 000 13 28 21 15 25 12 13 3
14212110 11 21 21 16 18 11 12 2
12321110 A4 = 9 15 16 13 15 9 10 2
22 = 112 2 1110 |1 18 25 18 15 38 13 13 7
22115110 5 12 11 9 13 10 9 4
6011112 11 5 13 12 10 13 9 14 2
01 1 1 11 30 2 3 2 2 7 4 2 3

00 00 11 01

2 6 53 3 2 20 24 49 42 31 43 23 25 5
6 6 7 6 9 3 3 1 49 74 66 53 89 38 40 13
5 7 4 3 9 2 21 42 66 50 39 81 30 31 12
23 = 36 3 2 7 2 21 25 = 31 53 39 30 63 25 26 10
39 976 6 71 43 89 81 63 84 51 58 13
2 3 2 2 6 2 41 23 38 30 25 51 22 27 9
2 3 2 2 7 4 2 3 25 40 31 26 58 27 24 14
01 1 1 11 3 0 5 13 12 10 13 8 14 2
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EXERCICE 4.5.
Pour chacun des graphes de la figure 4.3 de la présente page donner sa matrice d’adjacence.

' FIGURE 4.3: Graphes de I'exercice 4.5

EXERCICE 4.6.
Pour chacune des matrices suivantes, dessiner le graphe associé.

1 1 1 1 01 1 0 O
01 1 0 B= 01 0 O 01 0 01
A= 01 00 "o o0 01 C=(0 0 0 1 1
1 0 01 1 0 0O 1 0 00O
1.0 00 0 0 0 01
EXERCICE 4.7. La premiere ligne de M3 est:01002222

Pour traverser une chaine de montagnes, il faut passer par La premiere ligne de M* est:00003324

plusieurs sommets, reliés entre eux par des voies ne pou- La premiére ligne de M° est:00003235

vant étre franchies que dans un seul sens. On donne, sur La premiére ligne de M” est:00003326

la figure ci-dessous, le graphe associé a cette situation (E La premiere ligne de M8 est:00003235

est le point d’entrée et S le point de sortie). Loffice de Combien de traversées peut-on faire en 4 (resp. 5) étapes?
tourisme cherche toutes les traversées qui partent de E et Trouver toutes les traversées possibles en 8 étapes.
arrivent en S en 4, 5 ou 8 étapes (une étape est le passage
d’'un sommet a un autre, ou du départ a un sommet, ou

d’'un sommet a l'arrivée). D
Les sommets étant classés dans l'ordre E, A, B, C, G, D, F,
S,ona:

01 110 0 00O

0 0 0 0 1 1 0 O

01 00 0 0 0 O

0 01 01 010

M= 0 000OO 0O 10

00001 0 01

0 0 0 0 01 0 1 F

0O 0 0 0 0 0 0 O
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Devoir surveillé n° 4
Comptage de chaines

EXERCICE 4.1 (2 points).
La matrice M ci-dessous est la matrice d’adjacence d'un graphe G :

01 0 2 0

1 01 1 0

01 1 1 0

2 01 01

1 0 0 0 O
Construire le graphe G.
EXERCICE 4.2 (5 points). 1. Répondre aux questions suivantes en justifiant
On donne le graphe G ci-dessous : briévement :

(a) Ce graphe est-il complet?
(b) Ce graphe est-il connexe?
(c) Ce graphe est-il eulérien?

2. (a) Donner sa matrice d’adjacence M, les som-
mets étant considérés dans l'ordre alphabé-
tique.

(b) Donner le nombre de chaines de longueur 4
entre les sommets A et D en expliquant com-
ment ce nombre a été obtenu puis donner la
liste de ces chaines.

EXERCICE 4.3 (8 points).

On donne la matrice d’adjacence M d'un graphe G et quelques unes de ses puissances. Répondre aux questions sui-
vantes, en justifiant vos réponses soigneusement uniquement a I’aide des matrices données.

0111000 2 7 46 1 2 1
1 010110 7 25 2 6 5 2
1 10000 0 45 2 2 2 1 2
M=[1 0001 0 1 M=l 6 2 2 0 5 2 4
01 01000 1625011
01000 01 251210 3
0001010 1 2 2 41 3 2
31102 11 17 9 9 4 13 8 8
1 41200 1 9 23 9 15 4 4 7
1121110 9 9 9 8 7 7 3
M=[0 2 13 010 M= 4 15 8 15 2 6 2
2 010 2 11 13 4 7 2 11 7 6
1011120 8 4 7 6 7 8 2
110010 2 8 7 3 2 6 2 7

Quel est 'ordre du graphe G ?

Ce graphe est-il orienté?

Quel est de degré du sommet 3?

Ce graphe admet-il un cycle eulérien ? Une chaine eulérienne ?
Quelle est la distance entre le sommet 2 et le sommet 7?

Quel est le diametre de G2

Combien y a-t-il de chaines de longueur 4 qui partent du sommet 6 et qui y reviennent ?

® N e goe W

Combien y a-t-il de chaines de longueur 3 qui partent du sommet 3 et qui n'y reviennent pas ?
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Colorations de graphes
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5.1 Problemes

PROBLEME 5.1 (Un probléeme d’aquariophile).

A, B, C, D, E, F, G et H désignent huit poissons; dans le tableau ci-dessous, un X signifie que les poissons ne peuvent
cohabiter dans un méme aquarium.

Quel nombre minimum d’aquariums faut-il ?

A|\B|C|D|E|F|G|H
A XX | X X | X
B | X X | X | X
Cc | X XXX
D | X X X
E X X X | X
F X | X X
G| X|X|X X
H | X X | X

PROBLEME 5.2 (Colorier une carte).

On veut colorer chaque pays de la carte ci-dessous, qui est la carte schématisée d'une partie de I'Europe, de telle sorte
que deux pays voisins ne soient pas de la méme couleur.

Montrer qu’il faut disposer d’au moins quatre couleurs et que quatre couleurs suffisent.

BE

PL
LU
FR DE SK
CzZ
CH | AT
HU
ES IT
PT
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5.2 Bilan et compléments Terminale ES spécialité

PROBLEME 5.3 (Organisation d'un tournoi).

Pendant un festival, on veut organiser des tournois de scrabble (S), échecs (E), go (G), dames (D), tarot (T) et master-
mind (M). Plusieurs personnes se sont inscrites a la fois pour les tournois E, S, G, d’autres personnes pour les tournois
G, D, M, et enfin d’autres personnes pour les tournois M, T, S. Il est entendu qu'une participation simultanée a plusieurs
tournois est impossible et que les organisateurs veulent satisfaire tout le monde.

1. Quel est le nombre maximum de tournois qui pourraient se dérouler en méme temps ?

2. En sachant que chaque tournoi doit durer au maximum 3 heures, proposer un horaire des tournois nécessitant
une durée minimale et respectant bien sir les choix des participants.

5.2 Bilan et compléments

5.2.1 Coloration d’'un graphe et nombre chromatique

Les problémes ci-dessus peuvent tous se ramener a un probléme de coloration de graphe.

Définition 5.1. Une coloration d’'un graphe consiste en l'attribution de couleurs aux sommets, de telle maniere que
deux sommets adjacents n’aient pas la méme couleur.

Remarque. 1l s’agit simplement d’'un moyen de donner un contenu intuitif a une notion utile dans des contextes trées
variés. Dans les problemes, cet ensemble de couleurs peut étre un ensemble de tranches horaires dans lesquelles on
doit faire tenir diverses occupations de facon compatible, de cages de zoo dans lesquelles il ne faut pas mettre des
animaux qui vont s’attaquer, de salles de classes dans lesquelles on veut organiser des options, etc.

Une grande partie de la difficulté tient ici dans le travail de modélisation, pour faire apparaitre la question comme un
probléme de coloriage. En particulier, la contruction du graphe n'est pas toujours évidente : pour les problémes de
coloriage de carte, comme on I'a vu dans I'exercice sur la carte de I'Europe, c’est le graphe directement induit qu’il faut
considerer. Dans les problemes de compatibilité, ce ne sont pas les sommets compatibles qu’il faut relier sur le graphe,
comme on a spontanément tendance a le faire, mais les sommets incompatibles.

Définition 5.2. Le nombre chromatique d'un graphe est le nombre minimum de couleurs nécessaires a sa coloration.
On note généralement y(G) le nombre chromatique d'un graphe G.

On ne connait pas de formule miracle permettant de déterminer le nombre chromatique d'un graphe quelconque. La
plupart du temps il faut se contenter d'un encadrement, autrement dit d'un minorant et d'un majorant du nombre
chromatique.

On a intérét bien siir a ce que le minorant soit le plus grand possible et que le majorant soit le plus petit possible. Si par
hasard le minorant et le majorant sont les mémes, on a gagné puisqu’on a alors le nombre chromatique du graphe.

5.2.2 Minorant du nombre chromatique

Quelques remarques simples permettent de minorer ce nombre chromatique.

Propriété5.1. SiG est un graphe, alors pour tout sous-graphe H de G on a : y(H) < y(G) |

Preuve. Une coloration de G avec y(G) couleurs induit une coloration de H avec au plus y(G) couleurs. O

Propriété 5.2. Le nombre chromatique du graphe complet K, est n. |

Preuve. Les sommets étant tous adjacents, il faut autant de couleurs qu’il y a de sommets. &

Propriété 5.3. Soit G un graphe. Si G contient un sous-graphe complet d’ordre n, alorsy(G) > n. |

Preuve. C’estla conséquence évidente des deux précédentes propriétés. O

5.2.3 Majorant du nombre chromatique

Il est plus difficile de prouver des majorations générales du nombre chromatique.
Deux propriétés sont disponibles, mais elles donnent souvent des majorations trop larges :

Propriété. Soit G un graphe d’ordre n, alorsy(G) < n.
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Preuve. Cette propriété est triviale : si on donne une couleur différente a chacun des sommets de G, on obtient une
coloration de G. ¢

Cette propriété donne un majorant du nombre chromatique qui est mauvais. La suivante, qu'on admettra, donne un
meilleur majorant, aussi nous n’utiliserons que celle-1a :

Propriété 5.4. Considérons un graphe G et soit r le plus grand des degrés des sommets. Alors : y(G) < r+1 |

Pour en obtenir de meilleurs majorants, il faut avoir une stratégie pour colorier un graphe, stratégie qu’'on appellera
algorithme de coloration.

Un algorithme de coloration

Nous allons décrire ci-apreés I'algorithme de coloration de WELCH et POWELL.

1. On classe d’abord les sommets du graphe dans I'ordre décroissant de leur degré. On obtient ainsi une liste x1 ; x2 ;
...; Xp de sommets telle que deg(x;) > deg(x) > ... > deg(xp).

2. On choisit une couleur c¢; pour le sommet x;, et :
« en parcourant la liste dans I'ordre, on attribue la couleur ¢; au premier sommet non colorié et non adjacent a
ci;
 en continuant a parcourir la liste dans I'ordre, on attribue la couleur ¢; aux autres sommets non coloriés et non
adjacents aux sommets déja coloriés avec c; et, ce, jusqu’a la fin de la liste.

3. S’il reste des sommets non coloriés, on attribue une nouvelle couleur au premier sommet non colorié et on
reprend la démarche.
4. On s’arréte des que tous les sommets ont été coloriés.
Remarque. C’est un bon algorithme, mais précisons quand méme que le nombre de couleurs utilisé par cet algorithme
n’est pas forcément le nombre chromatique du graphe. Lexemple qui suit illustre cela. De plus, on remarquera qu'une
partie de l'algorithme n’est pas entierement déterminée : en effet, s’il y a plusieurs sommets de méme degré, 'ordre

dans lequel on les range est arbitraire, donc deux personnes appliquant cet algorithme au méme graphe n'obtiendront
pas forcément le méme coloriage.

5.2.4 Un exemple

Considérons le graphe G dessiné ci-dessous.

4 6

Appliquons 'algorithme décrit ci-dessus : 1, 3, 6, 4, 2, 5, 0, 7 est une liste des sommets classés dans I'ordre décroissant
de leurs degrés.

D’apres 'algorithme :

 ala premiere étape on attribue une couleur ¢; aux sommets 1 et 6;

 ala deuxieme étape, on attribue une couleur ¢, aux sommets 3 et 4;

« ala troisieme étape, on attribue une couleur c3 aux sommets 2, 0 et 7;

« enfin a la derniére étape on attribue une couleur ¢4 au sommet 5.

Un tel algorithme peut se présenter sous forme de tableau :

Sommets (degré) | 1(4) | 3(4) | 6(4) |44 | 23) |53 |02 | 72
Etape 1 c )
Etape 2 c c
Etape 3 3 c3 3
Etape 4 Cy4
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On obtient un coloriage de G avec 4 couleurs, mais en fait le nombre chromatique de G est 3. En effet deux couleurs
ne suffisent pas car G admet des triangles comme sous-graphes, c’est-a-dire des sous-graphes complets d’ordre 3, par
contre, en prenant du bleu pour les sommets 0, 2 et 3, du rouge pour les sommets 4, 5 et 7 et du jaune pour les sommets
1 et 6, on obtient un coloriage avec 3 couleurs.

On a alors y(G) > 3 car G contient un sous-graphe d’ordre 3 et y(G) < 3 car on a mis en évidence une coloration de G a
l'aide de 3 couleurs donc on a bien y(G) = 3.

La morale de tout cela est que pour un petit nombre de sommets, il faut chercher directement le nombre chromatique
plutét que d’utiliser tel ou tel algorithme, méme si a I'épreuve du baccalauréat on attend de vous que vous mettiez en
évidence un algorithme de coloriage.

5.3 Exercices

EXERCICE 5.1 (Produits chimiques).

On veut transporter dans un train des produits chimiques. Pour des raisons de sécurité, on ne mettra pas certains
produits chimiques dans le méme wagon.

On appelle Py, P», Ps3, Py, P5, Pg les produits chimiques et on indique dans le tableau ci-dessous les produits incompa-
tibles (notés par un X).

Combien de wagons faudra-t-il prévoir ?

Py | P, | P3| Py | Ps | Pg
P X X
P, | X X X
P; X X
Py | X X
Ps X X
Ps X

EXERCICE 5.2 (Organisation d'un examen).

On veut organiser un examen comportant, outre les matieres communes, six matieres d’options : Francais (F), Anglais
(A), Mécanique (M), Dessin industriel (D), Internet(I), Sport (S); les profils des candidats a options multiples sont :
F-A-M; D-S; I-S; I-M.

1. Quel est le nombre maximum d’épreuves que 1'on peut mettre en parallele ?
2. Une épreuve occupe une demi-journée; quel est le temps minimal nécessaire pour ces options?

EXERCICE 5.3 (Menuiserie).

Dans un atelier de menuiserie, six travaux sont a réaliser. On utiliser quatre machines : une scie a dégrossir; une rabo-
teuse; une mortaiseuse ; une ponceuse. Chaque travail nécessite 'utilisation de deux machines, comme indiqué dans
le tableau ci-dessous.

Plan des utilisations

Travail Machines utilisées

1 Scie et raboteuse

Scie et mortaiseuse
Mortaiseuse et ponceuse

Raboteuse et ponceuse

Mortaiseuse et ponceuse

Scie et mortaiseuse

|| WD

Deux travaux ne peuvent étre exécutés en méme temps que s'ils utilisent des machines différentes.
1. Certains travaux ne peuvent étre réalisés en méme temps. Représenter ces contraintes par un graphe.

2. On suppose que le temps nécessaire pour chaque travail est le méme (une séquence de 20 min).
Déterminer le nombre minimal de séquences nécessaires pour réaliser ces six travaux.

3. Proposer une organisation.

EXERCICE 5.4 (Habillement).

Aujourd’hui Nathalie est perplexe : que mettre pour cet entretien d’embauche?

Dans son armoire, elle a : 3 pulls, 3 jupes, 3 paires de chaussures a assortir.

Elle ne peut pas mettre plusieurs pulls, plusieurs jupes ou plusieurs paires de chaussures et, par ailleurs, il y a des
incompatibilités qui sont donnés dans le tableau suivant, ou p;, p2, ps désignent les trois pulls, ji, j2, j3, les trois jupes,
c1, C2, 3 les trois paires de chaussures.

42 http :/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

Terminale ES spécialité 5.3 Exercices

ne peut aller avec
231 Ji, ¢, J3
p2 C1, J2, €3 J3
p3 Ji, j2, €2
Ji p1, P3, €3, C1
Jj2 P2, P3, €1, C2
J3 p1, p2, C1

1. Représenter ces incompatibilités a 'aide d'un graphe dont les vétements sont les sommets.
2. Colorier ce graphe.

3. En déduire toutes les possibilités d’assortiments compatibles.

EXERCICE 5.5 (Ouverture de magasins).

Une chaine de cinq magasins décide d’ouvrir ses magasins en nocturne avec les contraintes suivantes : les deux pre-
miers magasins ne peuvent pas étre ouverts ensemble; il en est de méme pour les deux derniers; au plus un seul ma-
gasin peut étre ouvert parmi les magasins 1, 3, 4.

Trouver un état qui maximise le nombre de magasins ouverts en nocturne, tout en respectant les contraintes.

EXERCICE 5.6 (Coloration de graphes). 1. Montrer que le nombre chromatique du graphe G ci-dessous vaut 3.
Pour trois couleurs données, combien y a-t-il de colorations possibles ?

2. Montrer que le nombre chromatique du graphe H ci-dessous vaut 2.

David ROBERT 43






Nom : Vendredi 15 mars - 1h00

Devoir surveillé n° 5
Coloration

EXERCICE 5.1.

La tournée de collecte d'un camion d'une société recyclant des « déchets papier » est représentée par le graphe ci-
dessous ol les sommets sont des carrefours de la ville et les arétes sont des voies de circulation ol la collecte est pro-
grammeée pour cette tournée. Le dépot d’ott démarre le camion est situé au carrefour A.

1. (a) Cegraphe est-il complet? justifier.
(b) Ce graphe est-il connexe ? Justifier.

2. Afin de rendre son plan plus lisible, le chauffeur du camion souhaite colorer les carrefours du graphe représentant
sa tournée de maniere a ce que deux carrefours reliés par une méme voie n’aient jamais la méme couleur.

(a) Peut-il utiliser seulement trois couleurs ? Justifier.
(b) Enutilisant un algorithme de coloration, déterminer un majorant du nombre minimum de couleurs a utiliser.
(c) Déterminer le nombre minimum de couleurs a utiliser.

3. On appelle M la matrice associée au graphe, M étant construite en utilisant les sommets dans 'ordre alphabé-
tique. On donne ci-dessous la matrice M* :

31 34 34 38 40 13 23 9
34 47 46 50 44 22 33 10
34 46 47 50 44 22 33 10
38 50 50 62 54 28 34 16
40 44 44 54 60 24 36 20
13 22 22 28 24 21 23 11
23 33 33 34 36 23 35 13
9 10 10 16 20 11 13 11

(a) Expliquer, al’aide de la matrice, pourquoi le diametre de ce graphe est inférieur ou égal a 4.
(b) Combien y a-t-il de trajets possibles permettant d’aller du dépét situé au carrefour A au carrefour H en
quatre étapes ? Justifier la réponse.

4. Le conducteur du camion doit passer le long de chacune des voies indiquées afin de collecter les déchets indi-
viduels de chaque habitation. Il commence sa tournée au dépot situé au carrefour A et doit terminer a I'usine de
recyclage située au carrefour E. Il cherche le chemin qui minimise son trajet.

(a) Montrer qu’il n’existe pas de parcours permettant de longer une seule fois chaque voie.

(b) Proposer une modification simple de son parcours qui lui permette de le faire (on pourra imaginer qu'’il
existe autant de voies que l'on veut qui ne sont pas indiquées sur le schéma) et donner alors son parcours.
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6.1 Quelques exemples

6.1.1 Lejeudulabyrinthe

Nous allons commencer par un jeu : on a représenté ci-dessous le plan d’'un petit labyrinthe. Ce labyrinthe possede
5 salles, numérotées de 1 a 5; au départ, on est dans la salle 1, indiquée par une fleche. Les salles qui ouvrent sur
I'extérieur sont entourées par un double rond; ici il n’y en a qu'une, c’est la salle 4. De chaque salle partent des couloirs
a sens unique, portant une lettre (a ou b), et allant a une autre salle (ou parfois revenant a la méme salle, comme dans
le cas de la salle 5).

Au début du jeu, on vous remet une suite de lettre, par exemple abaab. En lisant ces lettres 'une apres 1'autre, on suit
un chemin partant de la salle 1 dans le labyrinthe. Si, apres avoir lu toute la suite, on est dans une salle qui ouvre sur
I'extérieur, on a gagné, sinon, on a perdu.

Par exemple, a la suite abaab correspond le chemin qui part de la salle 1 et parcourt les salles 2; 1
salle 1 n'ouvre pas sur I'extérieur, on a perdu. Par contre, au mot abaaa correspond le chemin 1;2; 1;
est gagnant.

On peut se poser deux types de questions au sujet de ce labyrinthe : tout d’abord, un mot étant donné, est-il gagnant
ou perdant ? Ensuite, plus généralement, peut-on caractériser simplement les mots gagnants ?

;25 3; 1. Comme la
2;3;4:cemot
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6.1 Quelques exemples Terminale ES spécialité

On vient de voir comment vérifier si un mot est gagnant. Il n’est en fait pas trés difficile de les caractériser tous. On voit
d’abord que, si on est dans la salle 5, on ne peut plus en sortir, et donc on a perdu. Quand on est dans les autres salles,
des qu’on lit un b, on revient en salle 1; ensuite, si on lit un a, on arrive en salle 2, si on lit aa, on arrive en salle 3, si on
lit aaa, on arrive en salle 4, et si on lit aaaa, on arrive en salle 5. Un peu de réflexion montre que les mots gagnants sont
exactement les mots qui ne contiennent pas aaaa et qui finissent par aaa.

Pouvez-vous caractériser les mots gagnants pour le labyrinthe suivant, petite modification du premier, ou toutes les
salles, saufla salle 5, ouvrent sur I'extérieur ?

Cet exercice peut paraitre élémentaire. On a pourtant réalisé quelque chose de non évident : une machine qui sait
reconnaitre certains mots (car il n’est pas difficile de réaliser un équivalent électronique de ce labyrinthe), et on va voir
que cela a de nombreuses applications.

Bien entendu, on va cesser de parler de salles et de labyrinthes. On reconnait dans le plan de ce labyrinthe un graphe
orienté, ol chaque aréte est munie d'un nom appelé étiquette.

6.1.2 Undigicode

Prenons comme deuxieme exemple celui d'un digicode comme ceux permettant I'ouverture de la porte de nombreux
bureaux ou appartements. Considérons un digicode constitué d'un clavier a 26 touches (les 26 lettres) qui constitue
I'organe d’entrée d'un automate dont la sortie commande I'ouverture d'une porte. La porte s’ouvre dés que 1'on a tapé
la bonne suite de lettres et cela (au moins pour le digicode considéré ici) méme sil’on a commencé par se tromper. Si le
mot permettant I'ouverture de la porte est « ananas », le systéme peut étre modélisé par le graphe étiqueté représenté

par la figure ci-dessous. @
a n
—( U ®

a
a
a 3)
n
n
M
a

Dans ce chapitre, les sommets du graphe seront appelés, pour suivre la terminologie habituelle en la matiére, des éztats
etles arcs étiquetés des transitions. Pour ne pas alourdir le schéma ci-dessus nous n’avons pas représenté les transitions
provoquées par la frappe des autres lettres.

Chaque état (y compris I'état 0) est relié en fait a I'état 0 par autant d’arcs étiquetés par toutes les autres lettres. Par ex-
emple, on n'a pas représenté les 25 arcs qui bouclent sur I'état 0 et qui sont étiquetés par toutes les lettres différentes de
«an». Il est facile de constater que des que la suite de lettres a, n, a, n, a, s est frappée, on atteint I'état 6 (par convention
un état final est entouré par deux cercles concentriques) qui déclenche I'ouverture.
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Terminale ES spécialité 6.2 Récapitulation : définitions et résultats

6.1.3 Reconnaissance de modeles

Le probleme de la reconnaissance de modeles (pattern matching) consiste a rechercher les occurrences de certaines
séquences de caracteres, que I'on appellera mots-clés, dans un texte .

Lapplication la plus typique est la recherche documentaire. Etant donné un fond documentaire comprenant des références
bibliographiques accompagnées de résumés indiquant les themes de chaque ouvrage, on désire chercher les références
dans lesquelles certains mots-clés apparaissent.

Mais il existe bien d’autres domaines d’applications, comme celle du génome par exemple : on recherche des séquences
d’acides aminés dans une trés longue suite. L'algorithme trivial qui consiste a parcourir tout le texte pour rechercher
les occurrences du premier mot-clé, puis a le parcourir a nouveau pour rechercher le second, etc. est inefficace, voire
impraticable si le texte comporte plusieurs millions de caracteéres et que I'on recherche plusieurs mots. Le graphe éti-
queté ci-dessous a été construit par 'algorithme du a AHO et CORASICK (1 975), il permet de rechercher plusieurs mots
en ne parcourant le texte qu'une seule fois (donc en n'effectuant que n comparaisons si n est la longueur du texte ¢) et
ceci quel que soit le nombre de mots recherchés! Supposons que les mots clés soient : « ni», «rein », « rene »et « irene ».
A partir de cet ensemble de mots recherchés, 'algorithme de AHO et CORASICK fournit le graphe étiqueté de la figure
6.1 page suivante.

Pour des raisons de lisibilité nous n’avons pas représenté toutes les transitions. L'état 0 est 1’état initial et partant de
I'état 0, bouclant sur ce méme état il y a autant de transitions étiquetées par les caracteres autres que « n», « 1 », « [ ».
Partant des autres états, sauf arc explicite, les transitions étiquetées par « n», « r », « i »sont reliées respectivement aux
états 1, 2 et 3 et les transitions étiquetées par les caracteres autres que « 1 », «  », « i »sont toutes reliées a 1'état 0.
Lutilisation de ce graphe étiqueté pour le probléme de reconnaissance de modeéles est tres simple : on explore le texte
t, en partant de I’état 0 et en suivant les transitions. A chaque étape, si on est dans I’état i, on examine le caractere ¢ du
texte ¢ sur lequel on est. S’il existe une transition partant de I'état i, étiquetée c, conduisant a un état j, on passe a I'état
J; dans le cas contraire on passe dans I'état 0. Dans les deux cas on avance d’un caractere dans le texte ¢. Chaque fois
qu’on passe par un état dont 'ensemble des mots clés associés n’est pas vide, on sait que 1'on vient de déceler tous les
mots-clés qui se trouvent dans cet ensemble. Sur le schéma, ces ensembles de mots sont reliés a I’état correspondant.

Remarque. De tels graphes étiquetés sont utilisés de maniere intensive sur tous les traitements de texte. Ces pro-
grammes possedent tous une fonction « recherche et remplacement » qui construit un graphe étiqueté pour rechercher
un mot (ou un type de mots) dans un texte. Ces fonctions de recherche permettent en général de chercher des expres-
sions plus compliquées qu'un simple mot. C’est souvent utilisé dans la recherche de fichiers : sil’on veut chercher tous
les fichiers dont le nom commence par «lettre » et se termine par «.txt», on peut demander les fichiers dont le nom est
du type «lettre*.txt », ot * est un « joker » qui remplace n'importe quel mot.

Les fichiers «lettrel.txt » ou «lettrebis.txt » sont de ce type.

6.2 Récapitulation : définitions et résultats

Formalisons un peu ce que nous venons de voir. Pour parler de graphe étiqueté, il faut d’abord choisir un alphabet,
dans lequel seront choisies les étiquettes du graphe. On notera A cet alphabet; dans tous les exercices, 'alphabet sera
petit (habituellement 2 ou 3 lettres, exceptionnellement I'alphabet usuel, mais dans ce cas on ne représentera bien sA»r
pas toutes les arétes).

Définition 6.1. On appelle graphe étiqueté un graphe orienté ou toutes les arétes portent une étiquette choisie dans
I'alphabet A, et qui posséde un sommet initial (indiqué par une fleche pointant vers ce sommet) et un ou plusieurs
sommets finaux (indiqués par un double rond entourant le sommet).

On ne considérera que des graphes étiquetés déterministes, c’est-a-dire tels que de chaque sommet parte une seule
aréte portant une étiquette donnée.

Lintérét d'un graphe étiqueté est de reconnaitre des mots sur I'alphabet A; précisons un peu :

Définition 6.2. On appelle mot sur I'alphabet A une suite finie de lettres de A. |

Définition 6.3. Soit G un graphe étiqueté par I'alphabet A. On dit qu'un mot sur I'alphabet A est reconnu par le
graphe G s'il existe un chemin orienté sur le graphe G, partant du sommet initial, arrivant a un sommet final, et
étiqueté par ce mot.

Définition 6.4. On appelle langage associé a un graphe étiqueté 'ensemble des mots reconnus par ce graphe éti-
queté.

Le contenu de ce chapitre se borne a faire comprendre ces notions de mot reconnu par un graphe étiqueté et de langage
associé a un graphe étiqueté, et a les faire fonctionner dans des cas simples.
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6.3 Exercices Terminale ES spécialité

FIGURE 6.1: Graphe étiqueté construit par I'algorithme du a AHO et CORASICK

irenerene

Exemple 6.1. Voici un graphe étiqueté tres simple : b “
a

Ce graphe étiqueté reconnait les mots sur ’alphabet A = {a; b} (C’est-a-dire les mots formés a partir des lettres a et b) se
terminant par la lettre a. Le langage L associé a cet automate est I’ensemble des suites finies de a ou de b se terminant
par a.

Remarque. Aucun théoréeme n’est au programme. Il ne faudrait pas s'imaginer que c’est parce qu'il n'y en a pas! Les
graphes étiquetés, ou automates, ont donné lieu depuis une cinquantaine d’années a une théorie mathématique abs-
traite, riche et diversifiée, possédant de nombreuses applications.

IIs sont en particulier fondamentaux en informatique, et c’est pourquoi on a jugé utile de les faire connaitre aux éleves
de terminale.

0,1
6.3 Exercices
1 1
EXERCICE 6.1. (0) (1) )
Soit 'automate ci-contre.
1. Lesmots «11»,«101»,«110», «1011 » sont-ils recon-
nus par cet automate ? 0 0

2. Donner la liste des mots de quatre lettres reconnus

par celui-ci. e

3. Caractériser les mots reconnus. m
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Terminale ES spécialité 6.3 Exercices

EXERCICE 6.2.

Soit 'automate ci-contre.
1. Les mots « 000 », « 001 », « 010 », « 0011 » sont-ils re- 1 A\ 0
connus par cet automate ? @ \\lj 2

2. Donner la liste des mots de moins de quatre lettres
reconnus par celui-ci.

3. Caractériser les mots reconnus.

EXERCICE 6.3.

Soit 'automate ci-contre.
1. Lesmots «11»,«101»,«110», «1011 » sont-ils recon- 1
nus par cet automate ? Q

2. Donner laliste des mots de trois lettres reconnus par 1
celui-ci.
3. Caractériser les mots reconnus.

EXERCICE 6.4.
Représenter I'automate qui reconnait les mots ne comportant que des 0 et des 1, et dont le nombre de 1 est impair.

EXERCICE 6.5.

Soit 'automate ci-contre. 0 0
1. Lesmots «11»,«101», «110», « 1011 » sont-ils recon- 1 1

nus par cet automate ? > \0/ \1/ @
2. Donner laliste des mots de trois lettres reconnus par
celui-ci.

3. Caractériser les mots reconnus.

EXERCICE 6.6.

Soit 'automate ci-contre.
1. Les mots « 11 », «010», «110», « 101010 » sont-ils re- 1
connus par cet automate ? 0

2. Donner la liste des mots de quatre lettres reconnus 0
par celui-ci.

3. Caractériser les mots reconnus.

EXERCICE 6.7.

Soit 'automate ci-contre. 1 1
1. Lesmots «11»,«101»,«110», «1011 » sont-ils recon- 0 0
nus par cet automate ? =0 \1/ @

2. Donner laliste des mots de trois lettres reconnus par
celui-ci.

3. Caractériser les mots reconnus.

EXERCICE 6.8.
Soit 'automate ci-contre.
1. Les mots « 11 », « 101 », « 1010 », « 1001 » sont-ils re-
connus par cet automate ?
2. Donner laliste des mots de trois lettres reconnus par
celui-ci.

3. Caractériser les mots reconnus.

EXERCICE 6.9.
Donner la suite des états visités par 'automate de la reconnaissance de modeles page précédente si les mots sont
recherchés dans le texte f suivant : « annie n’honnit ni irene ni nina »
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EXERCICE 6.10.
Un réseau informatique doit étre accessible a un grand
nombre de personnes, qui ne doivent cependant pas avoir
le méme code d’acces. Cet acces est régi par un des
graphes étiquetés ci-dessous; un mot est accepté comme
code d’acces (ou reconnu) si c’est une liste de lettres com-
mencant par d et terminant par f, associée a une chaine
de ce graphe.
1. Les mots « deci f »et « daaeebii f »sont-ils des mots
reconnus par les graphes étiquetés ci-dessus ?
2. Donner, pour chaque graphe ci-contre, la liste des
mots de 5 lettres reconnus.
3. Caractériser pour chaque graphe les mots reconnus.

4. Caractériser les mots reconnus par les deux graphes
ci-dessus.

EXERCICE 6.11.

Le graphe étiqueté ci-contre permet de reconnaitre des
mots (un mot est une suite finie de lettres, n’ayant pas for-
cément un sens).

VRAI | FAUX
il reconnait le mot « baccalets »
il reconnait tous les mots commencant par « bac »
il reconnait le mot « bleus »
il reconnait exactement six mots de cinqg lettres
52
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Chapitre 7

Graphes pondérés
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7.1 Définition

Définition 7.1. On appelle graphe pondéré un graphe tel que, a chaque aréte a est associé un poids P,.

Remarque. En Terminale nous nous limiterons aux graphes pondérés par des poids positifs.

Les applications des graphes pondérés sont nombreuses : cartes routieres avec des indications de durée, de tarif ou de
distance portée sur des routes entre deux lieux, par exemple.

7.2 Unprobleme

Le graphe suivant représente un réseau routier (avec des sens interdits) ; quel est l'itinéraire le plus court qui relie E a
§?

Remarque. Attention a la terminologie : la notion de longueur (plus court chemin) que nous utilisons ici n’est pas la
méme que celle que nous avons définie au premier chapitre (nombre d’arétes qui composent un chaine donnée) ; dans
les termes du premier chapitre, EAGF, par exemple, est une chaine orientée de longueur 3, alors qu’ici nous nous
permettons de dire qu’elle est de longueur 11 (5 + 2 + 4). Nous faisons cet abus de langage a cause de l'interprétation
routiere évidente de I'exercice; dans la suite, on utilisera la terminologie exacte (plutdt poids que longueur), s’il y a un
risque de confusion. Ainsi, selon la terminologie exacte, la chaine EAGF est une chaine de longueur 3 (trois arétes) mais
de poids 11 (somme des poids des arétes).
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7.3 Lalgorithme de DIJKSTRA Terminale ES spécialité

7.3 Lalgorithme de DIJKSTRA

Ce probleme est trés naturel, et se présente dans bien des domaines différents. Méme pour un graphe aussi simple
que celui-1a, il n’est pas évident d’étre stir que I'on a trouvé le plus court chemin. La méthode la plus immédiate est
de considerer tous les chemins de A a S, et de chercher le plus court. Cette méthode est tres inefficace : on peut bien
stir se limiter aux chemins sans cycle, donc de longueur bornée par le nombre de sommets, mais, méme comme cela,
le nombre de chemins possibles reste trés grand. Voir la figure 7.1 de la présente page représentant 'arbre pondéré de
tous les chemins sans cycle menant de Ea S.

FIGURE 7.1: Chemins sans cycle menant de E a S du probleme 7.2
G(11) 4 FQA5 ¢

by ° . . . 5(21)
2
A(5) 7 S(14)
D2 -
1
NGO 4 FaD 5(19)
6 s17)
5
G10) 4, Fa4) ¢
D) 4 o ° * 5(20)
2
B@3) 1 A4) 7 S§(13)
5 pany
1 1
NGO 4 F(0) 5018
6 5(16)
G10) 4, Fa4 4
D(6) 4 P . * S(20)
2
BB | A® 7 Sa3)
2 pany
1 S(18)
1 ONG6) 4 F(0)
6 S(16)
&(2) D(9) 7
6 s17)
2 DG) -
@ S(12)
6 S(10)

Il nous faut donc obtenir une méthode plus efficace qui, si possible, donne systématiquement le bon résultat.
Lune d’elles est I'algorithme de DIJKSTRA.
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Terminale ES spécialité 7.3 L'algorithme de DIJKSTRA

Exemple

La figure 7.2 de la présente page présente tous les chemins sans cycle allant de E a S. On pourra y suivre le fonction-
nement de I'algorithme.

FIGURE 7.2: Chemins sans cycle allant de E a S de I'exemple
B@®) 5 DU3)

. . S(14)
3
€671 bpe
S(7)
2
3
S(8)
AB pe
c) 1 NE)
1 y 3 S(10)
3 B(4)
Cc10) 4
N© S(13)
E, 1 5(10)
DG
AR ., Cc@w 56
3 S(7)
1 1
DG
1 S(6)
xay 3 W
3 S(@)
5 c) 3
oe ! S(10)
1 S

Initialisation : On affecte provisoirement le poids 0 a E et on attribue provisoirement a tous les sommets le poids +oo.

Algorithme : Tant que tous les sommets ne sont pas marqués définitivement ou que le sommet S a atteindre n'est pas

affecté du plus petit des poids provisoires, exécuter les actions suivantes :

» parmi tous les sommets provisoirement pondérés, fixer définitivement le poids d'un de ceux qui ont un poids mini-
mum; soit T ce sommet.

« parmi tous les sommets T' non marqués définitivement adjacents a T, sila somme s de T et de 'aréte de T a T” est
inférieure a leur poids provisoire les affecter de s (en indiquant entre parenthese la provenance)
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7.3 Lalgorithme de DIJKSTRA Terminale ES spécialité

TABLE 7.1: Application de I'algorithme de DIJKSTRA

Ftape 1 Aucun sommet n’est marqué définitivement. E est le
seul marqué provisoirement. On marque donc défini-
tivement son poids (0) et on affecte provisoirement A
et B, adjacents a E de la somme de E (0) et du poids des
arétes menantde Ea Aetde E a B.

On obtient le graphe marqué ci-contre.

Ftape2 B est le plus petit poids parmi les poids provisoires.
On marque donc définitivement son poids (1). On af-
fecte les sommets adjacents a B des poids suivants :

e A=2car 1(B) + 1(aréte BA)< 3 (poids provisoire de
A)

e C=4(1(B)+3(BQO))

e D=6 (1(B)+5(BD))

On obtient le graphe marqué ci-contre.

Ftape3 A est le plus petit poids parmi les poids provisoires.
On marque donc définitivement son poids (2). On ne
change rien a C 2(A) + 2(AC) = 4 (on pourrait aussi le
changer car il y a égalité)

On obtient le graphe marqué ci-contre.

Ftape4 C est le plus petit poids parmi les poids provisoires.
On marque donc définitivement son poids (4). On af-
fecte

» D du poids provisoire 5 car 4(C) + 1(CD) <6
» S du poids provisoire 7 (4(C) + 3(CS))

On obtient le graphe marqué ci-contre.

Ftape 5 D est le plus petit poids parmi les poids provisoires.
On marque donc définitivement son poids (5). On af-
fecte S du poids provisoire 6 car 5(D) + 1(DS) <7

On obtient le graphe marqué ci-contre.

Ftape6 S est le plus petit poids parmi les poids provisoires.
On marque donc définitivement son poids (6).

On obtient le graphe marqué ci-contre.
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Terminale ES spécialité 7.4 Exercices d'annales

Le tableau 7.1 page ci-contre montre comment appliquer cet algorithme a notre exemple.

Pour retrouver le chemin le plus court, on se sert des sommets marqués : Sur S I'indication est qu’on provient de D, sur
D qu’on provient de C, sur C qu’on provient de B et sur B qu’on provient de E.

La plus courte chaine est donc EBCDS, elle mesure 6.

Remarque. On notera que I'algorithme fourni aussila plus courte chaine pour aller de E a n'importe lequel des sommets
du graphe.

L'algorithme se présente aussi sous forme de tableau :

E A B C D S
0 | 3(F) | 1(E) 0o 00 00
2(B) | 1(E) | 4B) | 6(B)

2(B)
4(B) | 5(O) | 7(O)
5(C) | 6(D)
6(D)

Théoreme 7.1. Soit G un graphe connexe, éventuellement orienté, l'algorithme de DIJKSTRA fournit systématiquement
la plus courte chaine d’'un sommet initial a tous les autres sommets du graphe.

On 'admettra.

EXERCICE.
Résoudre le probleme d’introduction a I'aide de I'algorithme de DIJKSTRA.

7.4 Exercices d’annales

EXERCICE 7.1 (Amérique du Sud novembre 2006). 1. A 2. Pour des raisons de sécurité, les supporters de cer-
I'occasion de la coupe du monde de football 2006 taines équipes nationales participant a la coupe du
en Allemagne, une agence touristique organise des monde de football en 2006 ne peuvent étre logés
voyages en car a travers les différentes villes ou se dans le méme hotel.
joueront les matchs d'une équipe nationale. Les Lobjectif de cette question consiste a rechercher
routes empruntées par les cars sont représentées une répartition des supporters afin d’utiliser le min-
par le graphe donné sur la figure ci-dessous. Le long imum d’hoétels.
de chaque aréte figure la distance en kilometres sé- On donne sur la figure ci-dessous le graphe d’in-
parant les villes. compatibilité entre les supporters de différentes
Les lettres B, D, E H, K, M, N et S représentent équipes : par exemple, un supporter de I'équipe A
les villes Berlin, Dortmnd, Francfort, Hambourg, ne peut étre logé avec un supporter de I'équipe B .

Kaiserslautern, Munich, Nuremberg et Stuttgart.

En précisant la méthode utilisée, déterminer le plus
court chemin possible pour aller de Kaiserslautern a
Berlin en utilisant les cars de cette agence.

(a) Déterminer le nombre chromatique de ce
graphe en justifiant la valeur trouvée.

120 (b) Proposer une répartition des supporters par

hotel en utilisant un nombre minimum d’ho-
tels.
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Terminale ES spécialité

EXERCICE 7.2 (France, juin 2004).

Le graphe de la figure ci-dessous indique, sans respecter
d’échelle, les parcours possibles entre les sept batiments
d’une entreprise importante.

B C

F

Un agent de sécurité effectue régulierement des rondes de
surveillance. Ses temps de parcours en minutes entre deux
batiments sont les suivants :

EXERCICE 7.3 (La Réunion, juin 2004).
Partie A
On note G le graphe représenté sur la figure ci-dessous :

On note M sa matrice obtenue en prenant les sommets
dans I'ordre alphabétique. La matrice M3 est donnée :

10 8 11 10 12 5 13 4
8 2 7 3 5 2 4 3
1 7 8 6 12 3 10 5
M = 10 3 6 2 11 1 4 8
12 5 12 11 8 8 13 3
5 2 3 1 8 0 2 6
13 4 10 4 13 2 6 9
4 3 5 8 3 6 9 0

Dire, en justifiant votre réponse, si les affirmations suiv-
antes sont vraies ou fausses :

1. Lordre du graphe est égal au plus grand des degrés
des sommets.

2. Le graphe G contient un sous-graphe complet d’or-
dre 3.

58

« AB:16 minutes;
¢ AG:12 minutes;
o BC: 8 minutes;
e« BE: 12 minutes;
« BG:8 minutes;
e CD:7 minutes;

e CE:4 minutes;
¢« CG:10 minutes;
e DE: 2 minutes;
« EF : 8 minutes;
e« EG: 15 minutes;
o FG: 8 minutes.

Sur chaque aréte, les temps de parcours sont indépen-
dants du sens de parcours.

1.

En justifiant la réponse, montrer qu’il est possible

que l'agent de sécurité passe une fois et une seule
par tous les chemins de cette usine. Donner un ex-

emple de trajet.

. L'agent de sécurité peut-il revenir a son point de dé-
part apres avoir parcouru une fois et une seule tous
les chemins ? Justifier la réponse.

. Tous les matins, I'agent de sécurité part du batiment
A et se rend au batiment D.
En utilisant un algorithme que l'on explicitera,
déterminer le chemin qu’il doit suivre pour que son
temps de parcours soit le plus court possible, et don-
ner ce temps de parcours.

Les sommets de G peuvent étre coloriés avec trois

couleurs sans que deux sommets adjacents soient

de méme couleur.

Il est possible de parcourir ce graphe en passant une

fois et une seule par chaque aréte.

Il existe au moins un chemin de longueur 3 qui relie

chaque sommet a chacun des sept autres sommets

du graphe.

Iy a 72 chemins de longueur 3 qui relient le sommet

e a chacun des huit sommets du graphe.

Partie B
Le graphe de la figure ci-dessous représente un réseau de
lignes d’autobus. Les sommets du graphe désignent les ar-
réts. Les poids des arétes sont les durées de parcours, en
minutes, entre deux arréts (correspondances comprises).
Déterminer, a 'aide d'un algorithme, la durée minimum
pour aller de 'arrét a a I'arrét h et donner ce trajet.
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Terminale ES spécialité

7.4 Exercices d'annales

EXERCICE 7.4 (Centres étrangers juin 2003).

Un livreur d’'une société de vente a domicile doit, dans son
apres-midi, charger son camion a 'entrep6t noté A, livrer
cinq clients que nous noterons B, C, D, E et E puis re-
tourner a 'entrepodt. Le réseau routier, tenant compte des
sens de circulation, et les temps de parcours (en minutes)
sont indiqués sur le graphe G de la figure ci-dessous.

2

%\‘j 7
9 6
RN

2

1. Donner la matrice M associée au graphe G en clas-
sant les sommets dans I'ordre alphabétique.

2. On donne la matrice M8 :

EXERCICE 7.5 (La Réunion, juin 2003).

Une grande surface est concue de telle facon que six
secteurs (alimentation, hi-fi, etc.) notés A, B, C, D, E, F sont
reliés par des allées selon le graphe ci-dessous.

D C

E A B
1. (a) Recopier et compléter le tableau suivant :
Secteur | A| B|C|D|E|F
Degre | | | [ | |

(b) Le graphe est connexe. Pourquoi?

2. Un visiteur désire parcourir I’ensemble des allées en
ne passant par celles-ci qu'une seule fois.

(a) Démontrer que son souhait est réalisable.
(b) Donner un exemple d’'un tel parcours.

3. Le directeur désire associer chaque secteur a une
couleur de sorte que deux secteurs (sommets) ne
portent pas la méme couleur.

David ROBERT

8 6 6 3 4 6
19 11 12 9 6 16
36 28 23 22 18 34
37 24 25 17 15 31
15 12 9 10 8 15
28 22 19 15 15 26

On s'intéresse aux chemins partant de 'entrepot A
et se terminant en A.

(a) Combien existe-t-il de chemins de longueur 6
reliant AaA?

(b) Citer ces chemins.

(c) Parmi ceux qui passent par tous les sommets
du graphe, lequel minimise le temps de par-
cours?

(d) Quelle conséquence peut tirer le livreur du
dernier résultat ?

3. Au départ de sa tournée, le livreur a choisi de
suivre l'itinéraire le plus rapide. Malheureusement,
le client C n'est pas présent au passage du livreur
et celui-ci décide de terminer sa livraison par ce
client. Indiquer quel est le chemin le plus rapide
pour revenir a I'entrepdt A a partir de C. La réponse
devra étre justifiée.

(a) Démontrer que le nombre chromatique n du
graphe vérifie n > 4.

(b) Expliquer pourquoi n < 5.

(c) Proposer un coloriage du graphe permettant
de déterminer son nombre chromatique.

4. Une famille se trouve dans le secteur E et doit se ren-
dre dansle secteur E. Cela étant, les parents connais-
sent suffisamment les allées pour savoir que, pour
chacune d’elles, les enfants ne résistant pas, il leur
faudra débourser une somme (en euros) précisée
dans le graphe ci-dessous.

D 40 C
10 10 10
40 20 70
E 30 A 40 B 20

(AB=40; AC=10;AD=10;AE=30; BC=20; BF =
20;CD=40; CE=40; DE=10; DF =70)

Indiquer une chaine qui minimise la dépense de
cette famille.
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Devoir surveillé n° 6

Graphes étiquetés — Plus court chemin

EXERCICE 6.1 (4 points).

Soit 'automate ci-contre. 1
1. Les mots «10», « 100 », « 101 », « 1001 » sont-ils recon- 0 A\ 0

nus par cet automate ? >\0J \\1_/

On indiquera, en guise de justification, la liste des
états parcourus sur cet automate pour chacun des
mots.

2. Donner laliste des mots de trois lettres reconnus par
celui-ci.

3. Caractériser les mots reconnus.

EXERCICE 6.2 (3 points).

Représenter un automate qui reconnait les mots ne comportant que des 0 et des 1 et dont le nombre de 1 est exactement
égala2.

EXERCICE 6.3 (8 points).

Le graphe I suivant représente le plan d'un zoo.

Le sommet A représente son acces. Les sommets B, C, D, E, F et G désignent les différents secteurs animaliers de ce zoo.

Une aréte représente I'allée reliant deux secteurs et est pondérée par la distance de parcours, exprimée en metres, entre
ces deux secteurs.

« AB=90, « AE=150 « BE=180, « DE=110, « FG=230.
« AC =290, « BC=185, « CD=120, « DF=105,
« AD =175, e BD =155, * CG =260, « EF =135,

() 185
90

290

155

120
NN
175 26
180
50
110 105
«(Fg/m
135

Partie 1 : Pour mieux visualiser sur le plan les différents secteurs du zoo, on veut les colorier de telle sorte que deux
secteurs adjacents ne soient pas de la méme couleur.

0

1

1. Justifier que 4 couleurs sont nécessaires a la réalisation de ce plan.
2. Justifier que 4 couleurs sont suffisantes a la réalisation de ce plan.

3. Conclure.

Partie Il :

1. Pour nettoyer les allées, les services techniques du zoo utilisent une balayeuse automobile.

Est-il possible que cette balayeuse n'emprunte chaque allée qu'une fois et une seule? Si oui, proposer un tel
chemin, sinon justifier votre réponse.

2. Les services de sécurité basés au point A doivent intervenir dans le secteur G. Déterminer, a I'aide d'un algo-
rithme, l'itinéraire le plus court.
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Chapitre 8

Graphes probabilistes
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8.1 Quelques exemples

8.1.1 Une évolution de population
Le probléme

Deux villes X et Y totalisent a elles deux une population d’'un million d’habitants.

Laville X est plus agréable, mais la ville Y offre de meilleurs salaires.

20 % des habitants de Y partent chaque année habiter X pour avoir un meilleur cadre de vie, et 5% des habitants de X
partent chaque année habiter Y pour augmenter leur niveau de vie.

1. Sachant qu’en I'année 0, un quart des habitants sont en X, calculer la population de X et de Y au boutde 1, 2, 5,
10, 30, 40 ans.

2. Que se passe-t-il sil’'on suppose que 99 % des habitants sont initialement en X ouen Y 2

3. Méme question si la population est également répartie entre les deux villes en I’année zéro ?

4. Que constate-t-on?

Une solution

1. Commencons par nous demander a quelle condition les populations des deux villes sont stables.
On admet qu'une telle répartition existe et on appelle x la population de X et y celle de Y pour lesquelles la
population de chaque ville est la méme chaque année.
. ] 0,2y=0,05x
(a) Montrer que x et y sont solutions de : { X+ y = 1000000
(b) Déterminer alors x et y.
2. Que se passe-t-il dans le cas général ?

(a) Lénoncé nous dit que 95 % des gens qui sont en X y restent, 5% partent en Y, et que 80 % des gens qui sont
en Y yrestent, 20 % partant en X.
En appelant X, la population de la ville X al’année n et Y, celle de Y, expliquer pourquoi on peut représen-
ter '’évolution par le systéme d’équations :

Xps1=0,95X, +0,2Yy,
Yy+1=0,05X, +0,8Y),
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(b) Chercher la solution stable, c’est déterminer X et Y tels que X,,4+1 = X, = X et Y41 = Y5, = Y, sachant que,
pour tout entier naturel n, X, + Y, = 1000000 et donc que X + Y =1000000.
En remplacant dans les deux équations, déterminer X et Y.

(c) Dans le cas général, on peut représenter la situation par le graphe suivant, ou 'on a marqué, sur chaque
aréte joignant le sommet X au sommet Y, la proportion de population qui passe a chaque étapede X a Y.
Remarquons que, puisque la population ne peut disparaitre ou apparaitre, la somme des coefficients sur
toutes les arétes quittant un sommet doit étre 1 :

0,05
0,95 @C@ 08
0,2

Sil'on note, pour tout entier naturel n, P,, = (X;, Y,) le vecteur ligne qui décrit la population de X etde Y
aubout de n années, déterminer la matrice M telle quel’équation d’évolution trouvée en 2a peut se réécrire :

Ppi1=Pux M

On appelera M : matrice de transition du systeme.

Attention! Le produit ne se fait pas a droite de la matrice, comme on en a I’habitude, mais a gauche. Cela
présente 'avantage de garder I'écriture des vecteurs en ligne, et c’est '’habitude en probabilité.

i. Exprimer P; et P; en fonction de M et de Py.

ii. Montrer par récurrence que P, = PM".

iii. Al'aide de cette formule, traiter le probléeme.

8.1.2 Maladie

Un individu vit dans un milieu ot il est susceptible d’attraper une maladie par piqtre d’insecte. Il peut étre dans 'un
des trois états suivants : immunisé (I), malade (M), sain, c’est-a-dire non malade et non immunisé, (S).

D’un mois a 'autre, son état peut changer selon les régles suivantes :

« étant immunisé, il peut le rester avec une probabilité 0,9 ou passer a l’état S avec une probabilité 0,1;

» étant dans I'état S, il peut le rester avec une probabilité 0,5 ou passer al'état M avec une probabilité 0,5;

 étant malade, il peut le rester avec une probabilité 0,2 ou passer a I'état I avec une probabilité 0,8.

1.
2.

Tracer un graphe probabiliste pour décrire cette situation et écrire la matrice de transition.

Calculer I'état de probabilité de I'individu au bout de trois mois, de six mois, d'un an, de deux ans pour chacune
des situations suivantes :

» au départ, il est immunisé;

» au départ, il est non malade et non immunisé;

» au départ, il est malade.

8.1.3 Lallumeur de réverbéres

Chaque matin, I'allumeur de réverbere du Petit Prince change I'état de sa planéete avec une probabilité 0,75. Au jour 0,
le réverbere est éteint.

1.
2.

64

Faire un arbre permettant de trouver I'état probabiliste du réverbére au deuxieme jour.

Décrire cette situation a 'aide d'un graphe probabiliste.

. Soit M la matrice de transition associée a ce graphe.

1 1 1 1
Vériﬁerque:M:N—%R,oﬂN: ? ? etR= 21 12
2 2 2 2

. Calculer N2, R, NRet RN puis en déduire M", pour n entier naturel.

. Aujour 0, le réverbere est allumé (respectivement éteint). Calculer la probabilité p,, (respectivement p},) que le

réverbere soit allumé. (respectivement éteint) au n-ieme matin.
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8.2 C(Cas général : graphes probabilistes a p états

On consideére un systéme qui peut se trouver dans p états {1; 2;...; p}, avec une certaine probabilité, variable au cours
du temps, pour chaque état.

On s’intéresse a I'évolution de ce systéme au cours du temps, et on fait I'hypothese que la probabilité de transition de
I'état i a I'état j est indépendante du temps, et ne dépend pas de I'histoire antérieure, mais seulement de I'état dans
lequel on se trouve.

De bons exemples de tels systémes sont donnés par les jeux de hasard, tels que jeu de I'oie, Monopoly, jacquet, petits
chevaux, etc. Pour de tels jeux, I'état est donné par la case sur laquelle on se trouve; la fagcon dont on y est arrivé n’a pas
d’'importance pour la suite du jeu.

Les systemes qu’'on observe dans la vie réelle sont en général beaucoup plus complexes, mais I'approximation simple
qu’on en fait ici (comme dans le dernier des exercices précédents) donne souvent des indications utiles; ce type de
modéle est utilisé en pratique dans un grand nombre de situations, avec de bons résultats.

On peut représenter un tel systéme par un graphe orienté, dont les sommets sont les états du systéme, et ol1]'on associe
a chaque transition, de I'état i al’état j, une aréte orientée allant de i vers j, étiquetée par la probabilité de transition,
c’est-a-dire la probabilité conditionnelle d’étre dans I'état j a I'instant n+ 1 sachant que I'on est dans I’état i a I'instant
n. Remarquons que I'on peut rester dans un méme état : le graphe peut avoir des boucles.

Définition 8.1. On appelle graphe probabiliste un graphe orienté, tel que pour chaque couple de sommets (i; j)
distincts ou confondus il existe au plus une aréte de i vers j, et ou chaque aréte est étiquetée par un réel p;; compris
entre 0 et 1, la somme des poids des arétes issues d'un méme sommet étant égale a 1.

De méme qu’'a un graphe (orienté ou non), on associe une matrice d’adjacence A, dont le terme a;; compte le nom-
bre d’arétes joignant le sommet i au sommet j, on peut associer a un graphe probabiliste une matrice qui décrit les
probabilités de transition :

Définition 8.2. Etant donné un graphe probabiliste & p sommets, on appelle matrice de transition associée la matrice
carrée M = (m;;) a p lignes et p colonnes, dont le coefficient m;; est I'étiquette de I'aréte orientée de i vers j si elle
existe (c’est-a-dire la probabilité de transition de i a j), et 0 sinon.

On veut étudier I'évolution d'un tel systeme au cours du temps ; on note X, le vecteur ligne a p éléments dont1’élément
d’ordre j est la probabilité que le systeme se trouve a I'instant n dans I'état j (Attention aux indices! on a ici une suite
de vecteurs lignes, avec chacun p composantes!).

La propriété fondamentale est la suivante :

Propriété8.1. Pour toutentiern, ona X,+1 = X, x M

On l'admettra.
On en déduit immédiatement (la démonstration, simple, par récurrence est laissée au lecteur) :

Propriété 8.2. Pour tout entiern>0,ona: X, = Xo x M"

Cette formule, qui permet de calculer la répartition de probabilités au temps 7 si on la connait au temps 0, est fonda-
mentale pour tous les exercices.

Un cas particulierement intéressant est celui ot1 la répartition de probabilité est stable au cours du temps.

Définition 8.3. On appelle état stable un vecteur ligne X = (x; ... Xp) a p composantes tel que X = X x M et

p
in =1
i=1

La derniere condition Zle x; = 1 est due au fait que X représente une répartition de probabilité.

Remarquons que la recherche d’'un état stable n'est pas difficile en pratique : il s’agit de résoudre I'équation X = X x M,
et d’en chercher une solution satisfaisant Zle x; =1, ce qui se fait sans probleme pour une matrice M donnée.

Nous avons vu, au tout début du premier exercice, I'interprétation de cette équation : pour obtenir un état stable, il faut
que toutes les transitions s’équilibrent; si 'on considere le probleme comme une évolution de population, il faut que,
pour tout état 7, la quantité de personnes qui quittent I'état i a chaque étape soit égale a la quantité de personnes quiy
arrivent.

Ce qui est moins évident, c’est qu'un tel état existe, et qu’il soit unique. Ce qui se passe quand on ne part pas d'un
état stable n'est pas évident non plus. Nous allons I'étudier en détail dans le cas d'un systeme a deux états, cas qui est
accessible au niveau de la terminale.
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8.3 Un cas particulier : les graphes probabilistes a 2 états

On suppose qu’il n'y a que deux états, notés 1 et 2. On note U, (resp. V};) la probabilité qu’a I'instant n, le systéme se
trouve dans I'état 1 (resp. 2).

Pour tout entier n, on note X, le vecteur-ligne a deux colonnes, X,, = (U, V,). Remarquons que I'on a toujours U, +
Vi =1

On note a la probabilité de transition de I'état 1 a I'état 2, c’est-a-dire la probabilité que le systéme passe a I'état 2 a
I'étape n+ 1 sachant que le systeme est a I'état 1 a I'étape n et b la probabilité de transition de I'état 2 a I'état 1.

Les probabilités de demeurer dans I'état 1 ou dans I'état 2 sontdonc 1 —a et 1—b.

Le systéme peut donc étre représenté par le graphe probabiliste suivant :

et la matrice correspondante est :

Les nombres a et b sont tous deux compris entre 0 et 1.

Ily a quelques cas triviaux que I'on peut traiter a part:

« Sia et b sont nuls, M estla matrice identité, et tous les états sont stables. Ce n’est pas étonnant, puisqu’il est impos-
sible de changer!

o Sil'un des deux seulement est nul, par exemple a, on voit que l'on finit toujours par arriver dans I'état 1. C’est le cas
d’une population qui ne se renouvelle pas, et dont les individus peuvent étre dans deux états, vivants (état 2) ou morts
(état 1) : a long terme, la population ne sera plus composée que de morts. On parle alors d’état absorbant (pour I'état
1). 1y a donc un état stable.

« Enfin, si les deux coefficients a et b sont égaux a 1, le systéme clignote : il oscille sans se stabiliser entre I'état 1 et I'état
2, et se retrouve tous les deux coups dans le méme état. Il n’y a pas d’état stable.

Ces cas particuliers étant faciles a étudier, et peu intéressants, on supposera désormais que a et b sont strictement
positifs, et ne sont pas tous deux égauxa 1.
On admettra alors le résultat général suivant :

l-a a
b 1-b
que0<a<1et0<b<1.Alors, le systeme admet un unique état stable, indépendamment de l'état initial.

Théoreme 8.3. Considérons un graphe probabiliste a deux états, de matrice de transition M = ( ) telle

Remarque. On peut retrouver I'état limite stable par le raisonnement élémentaire fait dans le premier exercice : pour
qu'une répartition de probabilité (« v) soit stable, il faut que le flux de I'état 1 a 'état 2, ua, soit égal au flux en sens
inverse vb; on a donc une équation ua = vb. Comme c’est une répartition de probabilité, on doit aussi avoir u + v = 1.
En résolvant le systeme on trouve I'état stable.

On peut généraliser, sous certaines conditions a un graphe a n états :

Théoreme 8.4. Soit un graphe probabiliste a n états, de matrice de transition M. S'il existe une puissance M* de M
dont tous les coefficients sont strictement positifs, alors il existe un seul état stable X, vérifiant X = X M, et quel que soit
létat initial, le systéme converge exponentiellement vite vers l'état stable.

On 'admettra.
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8.4 Exercices

EXERCICE 8.1.

Trois sortes d'images sont réparties en proportions égales dans des boites de céréales.

Un inspecteur des fraudes, ayant observé ce qui se passait pour 1000 personnes achetant chaque semaine une boite
de céréales et voyant qu’au bout de 13 semaines, 15 personnes n’avaient que deux des trois sortes d’'image, a déclaré
mensongere la publicité : « Les images sont également réparties dans les boites ». Que penser de ce qu'il affirme ?

On donnera les résultats numériques arrondis a 1 pres.

Considérons donc 1000 personnes qui, chaque semaine, achetent exactement une boite de céréales.

Partie A : Ftude du début du processus.
On pourra s’aider d’'un arbre pour représenter la situation

1. Déterminer le nombre prévisible de personnes ayant exactement une sorte d’'image la premiere semaine, la deux-
ieme semaine, la cinquiéme semaine.

2. Déterminer le nombre prévisible de personnes ayant exactement deux sortes d’'image la premiére semaine, la
deuxieme semaine, la troisieme semaine.

3. Déterminer le nombre prévisible de personnes ayant exactement trois sortes d’'image la troisiéme semaine.

Partie B : Modélisation de la situation.

1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1. On appelle :
» a, le nombre prévisible de personnes possédant exactement une sorte d'image la semaine 7;
» b, le nombre prévisible de personnes possédant exactement deux sortes d'image la semaine n;
» ¢, le nombre prévisible de personnes possédant exactement trois sortes d'image la semaine 7.
Préciser a;; by; c1; az; by; co.
2. On choisit une personne au hasard parmi les 1 000.
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1. On considere les événements :
» A, :«Lapersonne considérée possede exactement une sorte d'image la semaine 7 »;
» B, :«Lapersonne considérée possede exactement deux sortes d'image la semaine 7 »;
» C,:«Lapersonne considérée posséde exactement trois sortes d'image la semaine 7 ».
(a) Exprimer p(A,) en fonction de a,, p(B;) en fonction de b, et p(C,) en fonction de c;,.
(b) Représenter par un arbre pondéré I'évolution de la situation de la semaine 7 a la semaine n+ 1.

(c) En utilisant la formule des probabilités totales, exprimer p(A,+1), p(Bu+1) et p(Cy+1) en fonction p(A,),
p(Bp) et p(Cp).
(d) En déduire que pour tout entier naturel n=>1:
an+1 = 2“11 (1)
bui1=3an+5b, (2)
Cn+l =3 by +cy 3)
3. Létat E,, du systéme la n-iéeme semaine est le vecteur-ligne E, =( a, by ¢ )

(a) Traduire le systeme formé par les trois équations (1), (2) et (3) par une seule équation matricielle de la forme
Ep+1=Ep x M.

(b) Représenter le graphe G, orienté et pondéré, associé a la matrice M.
(c) Exprimer Ej1; en fonction de E;, M et n.

(d) En utilisant la calculatrice pour faire les calculs, déterminer E;3 et Eay.
Commenter 'accusation de I'inspecteur des fraudes.
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EXERCICE 8.2.

Dans une ile, les mouvements de population peuvent étre modélisés ainsi : chaque année, 40 % des habitants de la cap-
itale quittent celle-ci tandis que 20 % des habitants du reste de I'lle viennent y habiter. On néglige les autres échanges.
On pourra éventuellement représenter ces mouvements de population par un arbre pondéré ou par un graphe proba-
biliste G.

On donnera les résultats en pourcentage, sous forme décimale arrondie a 0,01 pres.

1. On suppose dans cette question qu’en 2002, 25 % de la population totale de I'ile habite dans la capitale.
(a) Quelle est la répartition prévisible de la population totale de I'ile entre la capitale et le reste de I'ile en 2 003 ?

(b) Traduire le calcul effectué par la relation matricielle E; = Ey x M, ou:
o Ej est un vecteur-ligne de dimension 2 représentant la répartition de la population entre la capitale et le
reste del'ile en 2002;
« Ej est un vecteur-ligne de dimension 2 représentant la répartition prévisible de la population entre la
capitale et le reste de I'lle en 2003 ;
e M est une matrice carrée de dimension 2 représentant les mouvements de population dans I'ile d’'une
année sur l'autre.

(c) Quelestle lien entre la matrice M et le graphe G?
(d) ATaide d’'un calcul matriciel, déterminer la répartition prévisible de la population totale de I'ile en 2 005.

2. On suppose dans cette question qu’en 2002, 75 % de la population totale de I'ile habite dans la capitale. A I'aide
d’un calcul matriciel et en utilisant la fonction matrice de la calculatrice :

(a) Déterminer la répartition prévisible de la population totale de I'ile en 2 005.
(b) Déterminer la répartition prévisible de la population totale de I'lle en 2 010.

3. Reprendre la question précédente en supposant qu'en 2002, 10 % de la population totale de I'ile habite dans la
capitale.

Que remarque-t-on?

4. On considere les matrices :

e N=

Wl W]
wIN Wl
L]
=v}

Il

(a) Démontrer que M = N +0,4R.

(b) Calculer N2, R?, NR et RN.

(c) Démontrer, par récurrence que, pour tout entier naturel n =1, M" = N+0,4"R.

(d) En déduire la valeur exacte de chaque coefficient de la matrice M".

(e) Déterminer la limite de chaque coefficient de la matrice M" quand r tend vers I'infini.

5. Dans cette question, on appelle x la valeur décimale du pourcentage de la population totale de I'lle qui habite
dans la capitale en 2 002 (x est un réel de l'intervalle ]0; 1[).

Soit n un entier naturel, la répartition prévisible de la population de I'ile en I'année 2002 + n est un vecteur-ligne
E,.

(a) Déterminer Ej.
(b) Exprimer E, en fonction de M et Ej.

(c) Calculer le vecteur-ligne E = Ep x N.
Vérifier que E est indépendant de x.

(d) Déterminer la limite de chaque coefficient du vecteur-ligne E; quand » tend vers I'infini.
Comparer cette limite au coefficient correspondant du vecteur-ligne E.

(e) Démontrer que EM = E.
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8.4.1 Annales

EXERCICE 8.3 (Centres étrangers, juin 2 005).

On a divisé une population en deux catégories : « fumeurs »et « non-fumeurs ».

Une étude statistique a permis de constater que, d'une génération a l'autre,

¢ 60% des descendants de fumeurs sont des fumeurs,

» 10 % des descendants de non-fumeurs sont des fumeurs.

On suppose que le taux de fécondité des fumeurs est le méme que celui des non-fumeurs.
On désigne par :

» fu le pourcentage de fumeurs a la génération de rang n,

» gn=1- f,le pourcentage de non-fumeurs a la génération de rang n, ou n est un entier naturel.
On considére qu’a la génération 0, il y a autant de fumeurs que de non-fumeurs.

On adonc fy = go=0,5.

1. Traduire les données de I'énoncé par un graphe probabiliste.

. PR o N . . 0,6 0,4
2. Justifier I'égalité matricielle : (fu1  gn+1) =(fn  &n) x A ot A désigne la matrice : (0 1 o 9)
Déterminer le pourcentage de fumeurs a la génération de rang 2.
Déterminer I'état probabiliste stable et I'interpréter.

Montrer que, pour tout entier naturel n, f;;+1 =0,5f, +0,1.

S

On pose, pour tout entier naturel n, u, = f,, —0,2.

(a) Montrer que la suite (1) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
(b) Donner 'expression de u, en fonction de n.
(c) En déduire que, pour tout entier naturel n, f;, =0,3x0,5" +0,2.

(d) Déterminer la limite de la suite (f;) lorsque n tend vers +oo et l'interpréter.

EXERCICE 8.4 (Liban, juin 2 003).

Un théatre propose deux types d’abonnements pour une année : un abonnement A donnant droit a six spectacles ou
un abonnement B donnant droit a trois spectacles.

On considére un groupe de 2 500 personnes qui s'abonnent tous les ans. n étant un entier naturel, on note :

ap la probabilité qu'une personne ait choisi un abonnement A I'année n;

b, 1a probabilité qu'une personne ait choisi un abonnement B I'année n;

P, lamatrice [a, bjy] traduisant I'état probabiliste a I’année n.

Tous les ans 85 % des personnes qui ont choisi 'abonnement A et 55 % des personnes qui ont choisi I'abonnement B
conservent ce type d’'abonnement I'année suivante. Les autres personnes changent d’abonnement.

1. On suppose que, 'année zéro, 1 500 personnes ont choisi 'abonnement A et 1 000 'abonnement B.
Déterminer I'état initial Py = [ay bo].

2. (a) Tracer un graphe probabiliste traduisant les données de I'énoncé.
(b) Déterminer la matrice de transition M de ce graphe.
(c) En déduire le nombre d’abonnés pour chaque type d’abonnement I’année un.

3. Soit P =[x y]létat stable, ol x et y sont deux nombres réels positifs tels que x+ y = 1.
Justifier que x et y vérifient I'équation x = 0,85x+0,45y.
Déterminer x et y.
En déduire la limite de la suite (a,) quand » tend vers plus l'infini.
Interpréter le résultat précédent en terme de nombre d’abonnements de type A.

EXERCICE 8.5 (Amérique du sud, novembre 2 004).

Au cours de la premiére semaine de ’'année scolaire, un professeur propose aux éléves de sa classe le choix entre deux
sorties pédagogiques une sortie A et une sortie B.

20% des éleves de la classe sont favorables a la sortie A et tous les autres éleves sont favorables a la sortie B.

Les arguments des uns et des autres font évoluer cette répartition en cours d’année.

Ainsi 30% des éleves favorables a la sortie A et 20% des éleves favorables a la sortie B changent d’avis la semaine suiv-
ante.

On note :

an la probabilité qu’'un éleve soit favorable a la sortie A la semaine n;

b, la probabilité qu'un éleve soit favorable a la sortie B la semaine 7 ;

P, la matrice (an; by) traduisant I'état probabiliste la semaine 7.
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1. Déterminer I'état initial P;.

2. Représenter la situation par un graphe probabiliste.

. N . (0,7 0,3
3. En déduire que P11 = P, x M ol M est la matrice (0 2 0 8)
4. Déterminer I'état probabiliste P3 et en déduire la probabilité qu'un éleve soit favorable a la sortie A la troisiéme

semaine.
5. Déterminerleréel xtelque (x 1-x)xM=(x 1-x).
On admet que la suite (a,) est croissante. La sortie A finira-t-elle par étre préférée a la sortie B?

EXERCICE 8.6 (Antilles-Guyane, juin 2 004).

On s’intéresse aux performances réalisées par des étudiants courant le 200 metres dans les compétitions universitaires.

Lors d’'une compétition, le score d'un(e) étudiant(e) est son meilleur temps en secondes obtenu aux 200 m. Une enquéte

a permis d’établir le comportement général suivant, qu’on supposera valable pour les filles et les garcons dans toute la

suite :

» Lors de la premiere compétition, le score d'un(e) étudiant(e) est toujours supérieur ou égal a 25 secondes.

« Si, lors de la n-ieme compétition, I'étudiant(e) a réalisé un score strictement inférieur a 25 secondes, la probabilité
qu’il (elle) réalise encore un score strictement inférieur a 25 secondes lors de la (1 + 1)-ieme compétition est de %

« Si, lors de la n-iéme compétition, I'étudiant(e) a réalisé un score supérieur ou égal a 25 secondes, la probabilité qu’il
(elle) réalise encore un score strictement inférieur a 25 secondes est %

On représente les données précédentes par un graphe probabiliste G a deux états.

On note A tout score strictement inférieur a 25 secondes et B tout score supérieur ou égal a 25 secondes.

On note a;, la probabilité d’obtenir un score A lors de la compétition 7 et b, la probabilité d’obtenir un score B lors de

la compétition n.

L'état probabiliste lors de la compétition 7z est donc représenté par la matrice ligne (a, by).

1. Représenter G et donner sa matrice.

2. Jamalia, jeune étudiante, se présente a sa premiére compétition universitaire.

(a) Calculer la probabilité qu’elle réalise un score strictement inférieur a 25 secondes aux 200 metres lors de
cette compétition.

(b) Calculer la probabilité qu’elle réalise un score strictement inférieur a 25 secondes aux 200 meétres lors de sa
troisieme compétition.
3. Déterminer I'état stable du graphe G.
4. Julien a déja de nombreuses compétitions universitaires dans les jambes.
Montrer que, pour sa prochaine compétition, il a environ une chance sur quatre de réaliser un score strictement

inférieur a 25 secondes aux 200 metres.

EXERCICE 8.7 (Polynésie, juin 2 004).

Etude de I'évolution météorologique d'un jour a Uautre dans une localité.

Tous les résultats seront donnés sous forme de fractions rationnelles.

Partie A

« §'il fait sec aujourd’hui, alors il fera encore sec demain avec la probabilité %, donc il fera humide demain avec la

probabilité é.
« S'il fait humide aujourd’hui, alors il fera encore humide demain avec la probabilité %
Nous sommes dimanche et il fait sec. On s'intéresse a I'évolution météorologique des jours suivants.
1. Construire un arbre de probabilité représentant la situation de dimanche a mercredi.
2. En déduire la probabilité des événements suivants :
] : «il fera sec lundi, mardi et mercredi»;
K: «il fera sec mardi»;
L: «il fera humide mercredi ».

Partie B

1. Soit n un entier naturel, on note :
sp la probabilité pour que le jour n, il fasse sec;
h, la probabilité pour que le jour #, il fasse humide;
P, lamatrice (s, hj) traduisant |'état probabiliste du temps le jour n. Déterminer une relation entre s, et k,,.

2. (a) Silepremier dimanche estle jour correspondant a n = 0, donner la matrice associée a I'état initial du temps.

(b) DécrireI'évolution de cet état a I’aide d'un graphe probabiliste.
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)

(a) Déterminer M? (utiliser la calculatrice).

W=l

3. Lamatrice M de ce graphe est (

(b) Expliquer comment retrouver a I’aide de la matrice M, la situation du mardi étudiée dans la partie A.

4. (a) Déterminer I'état stable associé a I’évolution météorologique.

(b) En déduire, qu’a long terme, la probabilité qu’il pleuve un certain jour est %

EXERCICE 8.8 (France, septembre 2 004).

On consideére une grande population d’acheteurs de yaourts.

On suppose que l'effectif de cette population est stable.

Une entreprise commercialise des yaourts sous la marque Y.

30% des acheteurs de yaourts achetent la marque Y.

Lentreprise décide de faire une campagne publicitaire pour améliorer ses ventes.

Au bout d'une semaine, une enquéte indique que :

* 20% des acheteurs de yaourts qui achetaient la semaine précédente des yaourts des autres marques achétent main-
tenant des yaourts Y.

* 10% des acheteurs de yaourts qui achetaient la semaine précédente des yaourts Y achetent maintenant des yaourts
des autres marques.

Lentreprise continue sa campagne publicitaire. On fait I'hypotheése que I'évolution des résultats obtenus a l'issue de la
premiére semaine de campagne publicitaire est la méme les semaines suivantes.

1. Dessiner le graphe probabiliste correspondant a cette situation.

2. Soit Xy =(0,3 0,7) la matrice ligne décrivant I'état initial de la population.

(a) Donner la matrice de transition (notée A) associée au graphe précédent.

(b) Déterminer la probabilité qu'un acheteur de yaourts choisi au hasard apres deux semaines de campagne
publicitaire, achéte des yaourts de la marque Y.

2 1 1 1

§+ 5)0,7" 5—(5)0,7,1
3. On admet que pour tout entier naturel nona: A" = 2 2 1

——(—)0,7" -+[=]0,7"

3 3 3

Avec I'hypothese ci-dessus, I'entreprise peut-elle espérer atteindre une part de marché de 70% ? Justifier.

EXERCICE 8.9 (France métropolitaine - 2011).
Chaque année, une association de cyclotourisme prépare de nouveaux circuits. Pour satisfaire ses nombreux membres,
elle élabore des circuits de différents niveaux : « niveau facile », « niveau moyen » et « niveau difficile ».
Au premier janvier 2010, I'association a fait son bilan :
e 20% de ses adhérents ont choisi le niveau facile, noté A
e 70 % de ses adhérents ont choisi le niveau moyen, noté B
e 10 % de ses adhérents ont choisi le niveau difficile, noté C
Pour répondre aux attentes des adhérents et les fidéliser sur le long terme, une enquéte est effectuée.
Il s’avere que, d'une année a l'autre :
+ parmiles adhérents ayant choisi le niveau A, 40 % restent a ce niveau et 60 % passent au niveau B,
+ parmiles adhérents ayant choisi le niveau B, 70 % restent a ce niveau et 20 % reviennent au niveau A et les autres
passent passent au niveau C,
« parmiles adhérents ayant choisi le niveau C, 85 % restent a ce niveau et les autres reviennent au niveau B.

On note:
e Al'état «’adhérent a choisi le niveau A »,
o BJl'état «'adhérent a choisi le niveau B »,
e (Clétat «I'adhérent a choisi le niveau C ».

Pour 7 entier naturel positif ou nul, on note P,, = (a, b, c,)lamatrice ligne donnant I'état probabiliste de la répar-
tition dans les différents niveaux (indiqués dans 'ordre donné dans I'énoncé), au premier janvier de 'année 2010 + n.
Ainsi Py =(0,2 0,7 0,1).

On se décide se baser uniquement sur ces résultats pour prévoir I'évolution de la répartition a partir du premier janvier
2010 (on néglige donc les nouveaux abonnés et les départs).

1. Représenter cette situation par un graphe probabiliste de sommets A, B et C.
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2. Reproduire et compléter la matrice de transition M de ce graphe probabiliste, en respectant 'ordre alphabétique
des sommets.

M=10,2
0,15

3. Une seule des trois matrices Q, R, T ci-dessous correspond a I’état probabiliste stable.

o-(b 1 neft LY o2 4
3 3 3 6 2 3 5 5

Le président de I'association affirme que 50 % des adhérents choisiront apres un certain nombre d’années le
niveau B. Cette affirmation est-elle correcte ?

EXERCICE 8.10 (Amérique du nord - 2008).
Les parties I et IT sont indépendantes

Partie I (calculs exacts demandés)
Sur une route, deux intersections successives, "a" et "b" sont munies de feux tricolores. On suppose que ces feux ne
sont pas synchronisés et fonctionnent de maniére indépendante On admet que::

3
« La probabilité que le feu de "a" soit vert est égale a 7

1
« La probabilité que le feu de "b" soit vert est égale a >

non

On note Al'évenement : «le feu de "a" est vert », BI'évenement «le feu de "b" est vert ».
Un automobiliste passe successivement aux deux intersections "a" et "b".

1. Calculer la probabilité qu’a son passage, les deux feux soient verts.

2. Calculer la probabilité qu’a son passage, il rencontre au moins un feu vert.

Partie II (résultats demandés a 1072 pres)

Pour se rendre a son travail, Mathurin rencontre une succession d’intersections de feux tricolores dont le fonction-
nement est décrit ci-dessous :
A chaque intersection :

« Silefeu est vert, il le sera a I'intersection suivante avec la probabilité 0,9 ou sera rouge avec la probabilité 0, 05.

« Sile feu est orange, il le sera a l'intersection suivante avec la probabilité 0,1 ou sera vert avec la probabilité 0, 8.

« Silefeu estrouge, il le sera a I'intersection suivante avec la probabilité 0,5 ou sera orange avec la probabilité 0, 05.
n étant un entier naturel non nul, on note :

« V, laprobabilité que Mathurin rencontre un feu vert a la n-iéme intersection,

« Oy, la probabilité que Mathurin rencontre un feu orange a la n-iéme intersection,

« Rj la probabilité que Mathurin rencontre un feu rouge a la n-iéme intersection,

e P, =[V, O, Ry]lamatrice traduisant 1'état probabiliste du n-ieme feu tricolore.

1. (a) Construire un graphe probabiliste pour décrire cette situation.

(b) Donner la matrice de transition M complétée de ce graphe :

0,05 0,05
M=10,8 0,1
0,45 ... 0,5

2. (a) Sile premier feu rencontré est vert, donner la matrice P; de I'état initial puis calculer P;.
(b) Ondonne P3=1[0,87 0,05 0,08]. Quelle estla probabilité que le quatriéme feu soit vert?
3. Sile premier feu rencontré est rouge, donner la matrice P; de I'état initial puis calculer P.

4. On remarque que, quelle que soit la couleur du premier feu rencontré, on obtient a partir d'un certain rang n :
P,=10,85 0,05 0,10].
Donner une interprétation concrete de ce résultat.
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