Chapitre 13

Fonction inverse
Fonctions homographiques
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13.1 Activités

ACTIVITE 13.1.

Chaque année, un célebre magazine automobile organise le concours du véhicule écologique le
plus performant. Il s’agit de parcourir un kilometre sur une piste aménagée, avec comme seul car-
burant de I'’eau, du vent ou du soleil. On désigne par v la vitesse moyenne d'un véhicule (en kilo-
metres par heure) et par f(v) le temps (en heures) nécessaire pour parcourir la piste.

On rappelle que la vitesse moyenne v est donnée par % ou d désigne la distance parcourue et ¢ le
temps mis pour parcourir cette distance.

1. (a) Donnerl'expression de la fonction f en fonction de la vitesse v.
(b) Compléter le tableau suivant :
v 0,1 { 0,251 0,5 | 0,75 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f)

(c) Le tableau précédent est-il un tableau de proportionnalité?

2. (a) Onse place dans un repere orthornormé ou une unité représente 1 kilometre par heure
en abscisse et 1 heure en ordonnée. Représenter graphiquement la fonction f dans ce
repere.

(b) Reconnait-on la représentation graphique d’'une fonction affine? D'une fonction tri-
nome?

3. Cette année, deux véhicules se sont particulierement distingués : le véhicule « Solaria 2200 »

et le véhicule « WindBolide ».
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13.1 Activités Seconde

(a) Solaria 2200 a parcouru la piste a la vitesse de 9,5 kilometre par heure. Donner un enca-
drement de son temps de parcours.

(b) WindBolide, quant a lui, a eu besoin de 3 heures pour faire le parcours. Donner un en-
cadrement de sa vitesse moyenne.

ACTIVITE 13.2.

La petite station balnéaire de Port-Soleil est de plus en plus fréquentée. Aussi pour satisfaire les
vacanciers, le maire a-t-il décidé d’agrandir 'aire de jeu. Actuellement, cette aire a la forme d’'un
carré de 5 metres de coté. Le responsable du projet propose d’allonger chacun de ses c6tés pour lui
donner la forme rectangulaire ci-dessous :

extension
ancienne
aire

5 X

1. Exprimer I'aire de cette nouvelle aire de jeu en fonction de x et y.

2. Les contraintes budgétaires de la commune font que la surface de la nouvelle aire de jeu devra
étre de 100 metres carrés.

Démontrer que y = % -5.
Quelle information le maire doit-il donner al'entrepreneur : x, y ou les deux?
3. On considere la fonction f définie pour x > 0 par f(x) = % -5.

(a) Lavaleurde y estlimitée a 5 métres par le bord de mer. Quelles sont les valeurs possibles
pour x?

(b) Représenter la fonction f avec la calculatrice sur I'intervalle [5; 15].
(c) Quelles semblent étre les variations de f sur I'intervalle [5; 15]?

(d) Parmi les deux valeurs suivantes de x, laquelle donne a la nouvelle aire de jeu la plus
grand périmeétre: x; =5mou xp =10m?
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Seconde 13.2 Fonction inverse

13.2 Fonction inverse

Définition 13.1. On appelle fonction inversela fonction définie pour tout réel x # 0 par f(x) = % |

Sa courbe représentative est une hyperbole.

Propriété 13.1. La fonction inverse est strictement décroissante pour x €] —oo; 0[ et strictement
décroissante pour x €]0; +ool.

X —00 0 +00

1
f(x)=; \ \

Preuve. Rappelons qu'une fonction f est dite strictement décroissante sur un intervalle I si, pour
tous a et b de cet intervalle, a < b implique que f(a) > f(b) (on dit qu’elle inverse I'ordre). Soient x

et y deux réels non nuls.
1°1_ v _ x _y=x
Xy oxy xy o xy -
. Six<y<0alorsy—x>0etxy>0doncyx—y>O<:>%—%>O©%>%donclafonctionest
bien strictement décroissante sur | —oo; 0.
. Si0<x<yalorsy—x>0etxy>0doncyx;;>O<:>l—%>O©%>%donclafonctionest

X
bien strictement décroissante sur ]0; +ool.

¢

De la propriété précédente, on en déduit immédiatement :

1

Propriété 13.2. Sia et b positifs tels que a < b, alors + > 1.
Si a et b négatifs tels que a < b, alors % > 4.

13.3 Fonctions homographiques

Définition 13.2. Toute fonction pouvant s’écrire sous la forme f(x) = axth egt appelée fonction

cx+d
homographique.

d

Elle est définie pour tout x tel que cx + d # 0, c’est-a-dire sur ] —00; = [ ul[—2;

_?’

23|

Sa courbe est une hyperbole.

Propriété 13.3. Toute fonction homographique peut s'écrire sous la forme f(x) = ﬁ + B. |

On 'admettra.

Propriété 13.4. Soit f(x) = Z;‘j:g une fonction homographique. Alors f a les variations résumées

dans l'un des tableaux ci-dessous :

X —00 —

ax+b ax+b
f(x):cx+d \ || \ f(x):cx+d / || /

On 'admettra.
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13.4 Exercices

13.4.1 Technique

EXERCICE 13.1.
En s’aidant éventuellement de la courbe de la fonction inverse ou de son tableau de variation, com-

pléter:
1. Six>3alors ..... % ..... 4. Six < -3 alors % 7. Six<1alors ..... % .....
2. Six < —+v/2 alors % 5. Six<4alors ..... % .....
3. Six>2alors ..... % ..... 6. Six>—10alors....%.... 8. Six>—5alors....%....

EXERCICE 13.2.
RN . 2 . 4 _
On considere les fonctions f et g définies pour tout x non nul par f(x) = 1 et g(x) = —%

1. (a) Tracerlacourbereprésentative de f sur la calculatrice? Que peut-on conjecturer concer-
nant les variations de f?

(b) Soient0<a<b.
Que peut-on dire alors de % etde %?
Que peut-on dire alors de 4 x % etde4 x %?
En déduire le sens de variation de f sur ]0; +ool.

(c) Faire de méme en partantde a< b <0.

2. Mémes questions avec la fonction g.

EXERCICE 13.3.
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes, en justifiant votre réponse :

1. Une fonction homographique est toujours définie sur R*.

2. Une fonction homographique peut étre définie sur R privé de1let3.
3. Lafonction f(x) =

4. Lafonction g(x) = 5% 5 ~+ 1-70x 10 — est une fonction homographlque

5. La fonction h(x) = 5x

x

6. Lafonction i(x) = “ est une fonction homographique.

EXERCICE 13.4.
Déterminer les ensembles de définition des fonctions homographiques suivantes et les valeurs de

x pour lesquelles elles s’annulent :

3x+1 X+5 . 2x+3 ., x—1
s [rx— 5 * 8 X « hix 3x+4 1:x 3x+1

EXERCICE 13.5.
Résoudre les équations et inéquations suivantes :

2x+1 _ 3x+4 _ 5x-2

1. == =0 4. =, =8 7. 3x+1<0
—x+4 _ x=4 _ _

2. Tl = 5. i3 = 2 8. 4x+9 >0
—3x+4 _ 2x=5 2x-=10

3. -2x-1 " 2 6. x—6 2 0 9. 11x+2 < 0
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13.4.2 FEtudes de variation de fonctions homographiques

EXERCICE 13.6. 4. Déterminer de la méme maniere le sens de
On s’'intéresse a la fonction f telle que variation de f sur ] —oo; 3[.
_x+4 EXERCICE 13.8.
fO=— v A .
x+1 On s’intéresse a la fonction f telle que
1. Déterminer son ensemble de définition. v+l
2. Démontrer que pour toutx# —1ona: fx)= Y12
fx)=1+ 1 1. Déterminer son ensemble de définition.
X

2. Démontrer que pour tout x # —2ona:
3. Soientaetbtelsque -1 <a<b. quep 4

(a) Compléter successivement les enca- Fa)=1- 1
drements successifs : X+2
< a < b o )
a+1 b+1 3. Enutilisantune des deux expressions de f,
1 1 résoudre les équations ou inéquations sui-
m cee m vantes :
3 3 @ f(x)=0 © f(x)<0
a+t1 7 b+1 (b) f(x)=1
4 3 1+ 3 4. Soient a et btelsque -2<a<b.
a+1 b+1 L .
fla) Fb) (a) Compléter successivement les enca-
. . d t ifs :
(b) En déduire le sens de variation de f Tements successtls
< a < b
sur|—1; +ool.
. . R N a+2 e b+2
4. Déterminer de la méme manieére le sens de 1 1
variation de f sur] —oo; —1[. P P
EXERCICE 13.7. B 1 B 1
On s’intéresse a la fonction f telle que a+2 b+2
1 1
2x—5 1-— ... 1——
fo === a+2 b+2
fla) ... f(b)

1. Déterminer son ensemble de définition. o o
(b) En déduire le sens de variation de f

2. Démontrer que pour tout x #3 ona: sur]—2; +ool.

flx) = L 2 5. Déterminer dela méme maniere le sens de
3— variation de f sur ] —oo; —2[.

. Soi <a<hb.
3. Soientaetbtelsque3<a<b EXERCICE 13.9.

(a) Compléter successivement les enca- On s'intéresse a la fonction f telle que

drements successifs :

< a < b _2x-1
~a -b fa= x+3
3-a e 3-b
1 1 1. Déterminer son ensemble de définition.
3_a . 3—b 2. Démontrer que pour tout x # -3 ona:
L L 7
3-a " 3-b f(x):Z—x+3
fla) fb)
(b) En déduire le sens de variation de f 3. Déterminer le sens de variation de f sur
sur |3; +ool. ]1—=3; +o0l.
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Seconde

13.4.3 Problemes

PROBLEME 13.1.
ABC estun triangle, M est un point du segment [AB] et N est le point de [AC] tel que (M N) | (BC).
On donne AB =x, MB =2et MN =4 et on suppose que x > 2.

1. Exprimer lalongueur BC en fonction de x.
2. On appelle ¢(x) lalongueur BC.
(a) Montrer que ¢(x) =4+ %.
(b) Démontrer que la fonction ¢ est décroissante sur ]2; +ool.
3. Calculer x pour que BC =5.
4. Peut-on avoir BC =10007?

PROBLEME 13.2.

Lors d'un branchement en paralléle (on dit aussi en dérivation) de deux résistances R et Ry, les
physiciens savent qu'une loi permet de remplacer ces deux résistances par une seule résistance R a
condition qu’elle vérifie la relation :

1 1 1
_ = — 4+ —
R R R
Dans cet exercice, les résistances sont exprimées en ohms, avec Ry =2 et Ry = x.
A — 2x_
1. Démontrer que R = 5.
2. On considere la fonction r définie sur [0; +oo[ par r(x) = %

_ 4
(a) Montrerque r(x) =2-— 43
(b) Démontrer que r est croissante sur [0; +oo].
(c) Démontrer que pour tout x positifona 0 < r(x) < 2.
(d) Dresser la tableau des variations de r.

3. Comment choisir R, pour avoir R=1,5Q7?

140 http:/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

