Chapitre 7

Calcul intégral
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7.1 Activités

ACTIVITE 7.1 (Somme de colits marginaux).

Partie 1 : Production a 'unité

Une petite usine fabrique des casseroles toutes identiques.

A chaque casserole supplémentaire fabriquée, le service de gestion calcule le cotit de sa fabrication.
Ce cofit est appelé colit marginal et est donné dans la deuxieme colonne du tableau 7.1 page sui-
vante.

Les cofts fixes se montent a 80 €.

Au fur et a mesure de la fabrication, on somme les colits marginaux des casseroles déja fabriquées;
en ajoutant les cotits fixes on obtient alors le coft total.
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7.1 Activités Terminale L-ES

1. Compléter la derniere colonne.

2. Comment pourrait-on compléter les deux dernieres colonnes a partir du graphique de la fi-

gure 7.2 de la présente page?

3. Quelle casserole a le plus petit cotit marginal ? Quel est alors le cotit total de fabrication pour

ce niveau de production?

FIGURE 7.1: Cofits de I'activité 7.1

unité | cott marginal | cot total FIGURE 7.2: Production a I'unité o
0 40 coflit marginal

1 16,7 B

2 12,8 30 |

3 9,5 |

4 6,8 201+

5 4,7

6 3,2 10

7 2,3

8 2 o----++—++++—+-+-+-t++-+—+"+—+"+—+"+
9 23 1 23456 7 8 91011121314151617181920

’ unités produites
19 32 at total [
cout tota

11 4,7 300 —
12 6,8 —

13 9.5 250+ o

14 12,8 200

15 16,7 150+

16 21,2 100

17 26,3 50-

18 32 e T/ S et e e e e
19 38,3 123456 7 8 91011121314151617181920
n 152 unités produites

Partie 2 : Production continue
Dans une autre usine, on produit une pate a bois.

Le

colit marginal, en euros par kg produit, est donné par : C,(x) = 0,3x2-4,8x+21,2 pour x € [0; 20].

C’est une fonction continue car on peut produire quelques grammes.
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1. Calculer le cotit marginal du quinziéme kg produit, du vingtieme et du huitiéeme. Comparer
au cas précédent.

2. La courbe % tracée sur la figure 7.3 page ci-contre représente le cotit marginal pour x kg pro-
duits.

(a) Comment interpreter la somme des aires des rectangles dessinés sur ce graphique?
x=8

(b) Calculer la somme, pour x variantde 1 en1: Z 1xCp(x)=1xC,,,(1)+1xC,,(2)+---+
x=1

1 x Cp(7) +1 x Cppy (8).

3. On étudie les colits marginaux des huit premiers kg en calculant ces cotits pour chaque 500 g
ou 0,5 kg.
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Terminale L-ES 7.1 Activités

(a) al’aide de la calculatrice, calculer les cotits marginaux de 0,5 kg a 8 kg de tous les 500 g,
en euros par 0,5 kg, et les placer dans une liste.
x=8
(b) Calculer la somme, pour x variant de 0,5 en 0,5 : Z 0,5 x Cj(x) = 0,5 x C1,(0,5) + 0,5 x

x=0,5
Cn(1)+---+0,5x Cp(8).

Comment pourrait-on représenter cette somme sur le graphique 7.3?

4. Sivous disposez d'un tableur, procéder de méme en calculant les colits marginaux tous les
100 g, en euros par 0,1 kg.

x=8
Expliquez pourquoi la somme, pour x variant de 0,1 en 0,1 : Z 0,1 x Cp,(x) est tres proche
x=0,1
de l'aire sous la courbe.

FIGURE 7.3: Production continue
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ACTIVITE 7.2 (Fonctions dont on connait la dérivée).
1. Soient les fonctions f et g définies sur R par f(x) = x* —3x+4 et g(x) = 2x 3.

(a) Vérifier que g estla dérivée de f.
(b) Trouver d’autres fonctions ayant g pour dérivée.
(c) Plus généralement, quelles sont les fonctions ayant g pour dérivée?

2. al’aide du tableau des dérivées, trouver une fonction F ayant pour dérivée la fonction f don-
née dans chacun des cas suivants :

(@) f(x)=5x"surR; (€ f(x)=3x>-2x+1surR; (e) f(x) :ﬁ sur]0; +ool;
(b) f(x) =3surR; (d) f(x):x—lzsur]o;+oo[; (9] f(x):6(2x—1)2 sur R

Définition. Soit F une fonction de dérivée f. Alors F est appelée primitivede f. |
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7.1 Activités

Terminale L-ES

ACTIVITE 7.3 (Aire et primitive).

Fonction constante

Le droite 2 d’équation y = 3 est la représenta-
tion graphique de la fonction f(x) = 3 dans le
repere ci-dessous.

1

2

) N\

N 1 |
71
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. Calculer l'aire du rectangle hachuré, en
carreaux.

2. Donner une primitive F de f sur R et cal-
culer F(6) — F(1).

3. Comparer les deux résultats.

Fonction affine
La droite & d’équation y = %x + 2 représente la
fonction f(x) = %x+2.

Y

W & O,

X
L L L L
423 2 210171 2 3 4 5

1. Calculer l'aire du tmpézel hachuré, en
carreaux.

2. Déterminer une primitive F de f sur R et
calculer F(4) — F(-1).

3. Comparer les deux résultats.

Fonction trind6me

ARCHIMEDE démontra a I'aide de suites que :
« Un secteur parabolique compris entre une
droite et une parabole est égal a 4 fois le tiers de
l'aire d'un triangle ayant méme base et méme
hauteur que ce secteur ». On 'admettra.

La parabole ci-dessous est d’équation y =
—%xz + 3x pour x € [0; 6] et représente la fonc-
tion f(x) = —%xz +3x.

1. Laire d'un trapeéze est donnée par la formule
trapeze

90

(b+B)xh
2

y
5A?
4a%
3a%
za%
1,,
J
i T T T 1 I
Ol 71 2 3 4 5 ¢

1. Calculer I'aire o/ du secteur parabolique
hachuré.

2. Déterminer une primitive F de la fonction
f définie sur R et calculer F(6) — F(0).

3. Comparer les deux résultats.

Fonction de la partie 2 de I'activité 7.1

On rappelle que le cotit marginal, en euros par
kg produit, est donné par : C,,(x) = 0,3x2—4,8x+
21,2 pour x € [0; 20]..

1. Trouver une fonction F, primitive de la
fonction Cy,.

2. En déduire le cotit des huit premiers kilo-
grammes.

3. En déduire le cotGt moyen pour chaque
kilogramme pour ces huit premiers kilo-
grammes.

Comment pourrait-on le représenter sur
la courbe représentative de C,,, ?

4. Calculer:
* le colt des quinzieme au vingtieme
kilogrammes.
e le colit moyen des quinzieme au

vingtieme kilogrammes.

5. Calculer le coft total des vingt kilo-
grammes et le coit moyen de ces kilo-
grammes.

ol b est la petite base, B la grande base et h la hauteur du
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Terminale L-ES 7.2 Aire sous la courbe d’'une fonction positive

7.2 Aire sous la courbe d’'une fonction positive

y
Définition 7.1. Soit P un plan muni d’un re- Ji K
peére orthogonal (O;7,7). Soient I, J et K les )
pointstelsque OI=7,0/=7 etOK=T7+7. ]
On appelle unité d’aire (notée u.a.) I'unité de - 2l
mesure des aires telle que Aire(OIKJ) =1 u.a. O ! I

Remarques.

e OIK] peut étre un carré : le repere est alors orthonormal.
e Sil'on a, par exemple, Ol =3 cm et O] =2 cm, alors 1 u.a. =6 cm?.

Définition 7.2 (Aire sous la courbe d'une fonction positive). Soit P un plan muni d'un repére
orthogonal (O; 7,7).

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I dont la représentation graphique est
appelée €.

Soient a < b deux réels de I.

On appelle aire sous la courbe de f de a a b !'aire, exprimée en u.a., du domaine 2 délimité par :

* les droites d’équation x = a et x = b (a gauche et a droite);

e % etl’axe des abscisses (en haut et en bas).

b
On la note f fl)dx
a

// lu.a. / )

a O‘T b

Remarques.

* Onavu, dans!’activité 7.1 page 87, que la somme des aires rectangles « situés sous la courbe »
s’approchait d’autant plus de l'aire du domaine 2 que la base du rectangle était petite. En

extrapolant ce raisonnement, il faut comprendre la notation f f(x)dx de la facon suivante :
a
les rectangles sous la courbe sont de base dx, infiniment petite, de hauteur f(x), le symbole

f représente la somme infinie de ces rectangles, a et b sont les bornes de la somme.

b
. f f(x)dx selit aussi « somme de a a b de f(x)dx ».
a

 Lavariable peut étre indifférement ¢, x, y... On dit que c’est une variable muette.
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7.3 Primitive d’'une fonction Terminale L-ES

7.3 Primitive d'une fonction

7.3.1 Définition et conséquences

Définition 7.3. Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
On appelle primitive de f toute fonction F dérivable sur I telle que F' = f sur I.

Théoreme 7.1. Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur [ |

On 'admettra.

Théoreme 7.2. Soit F une primitive de f sur un intervalle I.
Alors G est une primitive de f sur I si et seulement siG = F + k, ot k € R, pour tout x € 1.

Preuve.

* Supposons que F et G sont deux primitives de f sur I. Montrons qu’alors G = F + k.
Par définition F' = fetG'= f,donc F' -G = f— f=0,mais F' -G = (F-G)'.
Comme les seules fonctions dont la dérivée est nulle sont les fonctions constantes, F — G est
une fonction constante.
Donc F-G=k,oukeR.Donc F=G+k.

* Soit F une primitive de f sur I. Montrons que G = F + k est aussi une primitive de f.
G'=(F+k)'=F +0= f donc G est aussi une primitive de f sur I.

7.3.2 Primitive satisfaisant une condition initiale

Propriété 7.3. Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient xy € I et yp € R.
Il existe une unique primitive F de f sur I telle que F(xy) = yj.

Preuve.

e Existence.
f étant continue, elle admet des primitives. Soit H I'une d’elles.
Supposons que H(xy) = z9 # Jo.
D’apreés le théoreme 7.2, 1a fonction F = H — zy + yp est aussi une primitive de f.
Or F(xp) = H(x9) — 20 + Yo = 20 — 20 + Yo = Yo- 1l existe donc bien une primitive F de f telle que
F(xo) = yo.
e Unicité.
Soient F et G deux primitives telles que F(xg) = G(xp) = o.
D’apreés le théoreme 7.2, G= F + k ou k€ R. Donc G(xp) = F(xp) + k< yo=yo+ k< k=0.
Donc G=F.

¢

Exemple 7.1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3x? +2x+ 1. Déterminer la primitive F de f
sur R telle que F(1) = —1.

e Onremarque que G(x) = x° + x? + x est une primitive de f sur R.
* On sait que toutes les primitives de f sont de la forme F(x) = x® + x> + x + k, oi k € R.

e Oncherche ktelque F(1)=-1.0r F(1) =13+ 12+ 1+k=k+3.Donc-1=k+3 o k=-4
Donc F(x) = x> + x? + x — 4 est la primitive de f sur R telle que F(1) = —1.
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Terminale L-ES

7.3 Primitive d’'une fonction

7.3.3 Primitives des fonctions usuelles

Le tableau ci-dessous donne, pour chaque fonction f de référence, les fonctions primitives F sur

I'intervalle considéré.

Fonction f Fonction primitive (k € R Intervalle I
constante)
(x) = m (constante) Fx)=mx+k R
| f |
f)=x F(x) :%x2+k R
f(x) = x? 13 R
F(x) = gx +k
flx)=x3 1 4 R
F(x) = Zx +k
Plus généralement : f(x) = x" ol 1
neN F(X)z—n+1x”“+k R
1 1 . .
f(x):? F(x):—;+k ] —00;0[0ou]0; +ool
_ 1 Pl =—tL g ] —00; 0[ ou ]0; +o0]
. , I
Plus généralement: f(x) = prill Flo) = — 1 1 k ] —00;0[0u]0; +ool
neNetn>?2 n-1xn-1
1
_ F(x)=2yx+k 10; +o00]
x) =
f(x) 7
F) = 1 F(x) =In(x) + k 10; +o0l
X
(x)=e* F(x)=e*+k R
f

Les résultats de ce tableau s’obtiennent en vérifiant qu'on a bien F’ = f sur l'intervalle considéré.

7.3.4 Opérations sur les primitives

Soient u et v deux fonctions continues sur un intervalle I. On a alors les propriétés résumées dans
le tableau ci-dessous. La encore, les résultats de ce tableau s’obtiennent en vérifiant qu’on a bien

F' = f sur I'intervalle considéré.

Conditions

La fonction s’écrivant sous

admet comme primitive

la forme
‘ ‘ u' +v ‘ u+v ‘
‘ Soit k € R une constante ‘ ku' ‘ ku ‘
| | u'e | e |

David ROBERT
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7.4 Intégrale d’une fonction Terminale L-ES

7.4 Intégrale d’'une fonction

7.4.1 Définition
Définition 7.4. Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient a et b deux réels de I. Soit

b
F une primitive de f. On appelle intégrale de a a b de f le nombre réel, noté f f(x)dx, égal a
F(b) - F(a). Ainsi : ‘

b
f f(x)dx = F(b)— F(a)
a

On dit que a et b sont les bornes de l'intégrale.

On admettra que dans le cas d'une fonction f positive avec a < b, donc lorsque l'intégrale est égale
al’aire sous la courbe de f, cette aire est bien donnée par F(b) — F(a).
b
Remarques. e Onnoteaussi: F(b)—F(a) = [F(t) .
a

* Le choix de la primitive F n’influe pas sur la valeur de I'intégrale. En effet, si on prend a la
place une primitive G = F + k, on a G(b) - G(a) = F(b) + k- (F(a) + k) = F(b) — F(a).

* Dans les cas ol f n'est pas toujours positive ou bien quand a > b, I'intégrale n’est pas l'aire
sous la courbe mais est une quantité mathématique (qui n’est pas forcément positive).

7.4.2 Propriétés de l'intégrale

Les preuves des propriétés seront faites en classe.

Propriété 7.4. Soit f une fonction continue sur | Interprétation graphique : dans le cas d’une
a

un intervalle I et a et b deux réels de I. Alors fonction positive, F)dr peut étre vue

a a
f f(dt=0 comme l'aire d'un rectangle de hauteur f(t) et
a de base a— a =0, donc son aire est égale a zéro.

Propriété 7.5. Soit  une fonction continue sur un intervalle I et a et b deux réels de I. Alors

a b
ff(t)dt:—f f(ndt
b a

Propriété 7.6 (Linéarité). Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Soient a et b
deux réelsde I et a et § deux réels quelconques. Alors :

b b

-[ (af(t))dt:af f)dt
b b b

'f (f(t)+g(t))dt=f f(t)dt+f g(ndr

* Plus généralement :

b b b
f(af(t)+ﬁg(t))dt:af f(t)dt+ﬁf g(ndt

Interprétation graphique : dans le cas de fonctions positives, avec a < b et a et § positifs, on peut
interpréter ces propriétés de la facon suivante :

9 http:/lperpendiculaires.free.fr/
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7.4 Intégrale d’'une fonction

* l'aire sous la courbe de a f est égale a a fois |'aire sous la courbe de f;

* l'aire sous la courbe de f + g est égale ala somme de l'aire sous la courbe de f et de 'aire sous

la courbe de g.

Propriété 7.7 (Inégalités). Soient f et g deux
fonctions continues sur I et a < b deux réels de
1.

b
e Sif>0surl alorsf fdt > 0.
a

b
| f < g sur I alors f fnde <
a

b
f g(pdt.

Remarque. Les réciproques sont fausses.

Propriété 7.8 (Relation de CHASLES). Soit f
une fonction continue sur un intervalle I et a,
b et c trois réels de 1. Alors

b c b
ff(t)dt:f f(t)dt+f f(vdt
a a c

Interprétation graphique : dans le cas de fonc-
tions positives, comme a < b, on peut interpré-
ter ces propriétés de la facon suivante: si f < g
alors 'aire sous la courbe de f est inférieure a
l'aire sous la courbe de g, le premier point étant
un cas particulier de ce cas général (I’aire sous la
courbe de la fonction constante égale a zéro est
égale a zéro).

Interprétation graphique : Dans le cas ol a <
c< betou f >0, on peut interpréter la relation
de CHASLES en termes d’aires : sur la figure 7.4

b
de la présente page, f fOdt=o = o) + ot
a

FIGURE 7.4: Interprétation graphique de la relation de CHASLES

y

3
N

ot

7 x

@] a c

7.4.3 Intégrale et primitive

Théoréme 7.9. Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; b]. Alors la fonction F définie

X

sur[a; b] par F(x) :f

a

f(t)dt est dérivable sur [a; b] et a pour dérivée f.

On admettra que F est dérivable et la preuve que sa dérivée est f sera faite en cours.

Remarque. Par définition, F est la primitive de f qui s’annule en a.

David ROBERT
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7.4.4 Valeur moyenne d’une fonction

Définition 7.5. La valeur moyenne d’'une fonction f continue sur un intervalle [a; b] est le
nombre :

1 b
—m[a f(ndt

Remarques.

* On note parfois f la valeur moyenne de f.

* Lavaleur moyenne de f est dans la méme unité que celle de f.

Remarque. Dans le cas ou f > 0, on peut interpréter la
valeur moyenne en termes d’aires (ici a < b). y
On cherche un nombre p tel que, en remplacant
chaque valeur de f par y, la somme des pdx soit la
méme que la somme des f(x)dx, ce qui revient a cher-
cher une fonction constante telle que l'aire sous la
courbe de cette fonction soit la méme que 'aire sous
la courbe de la fonction f. J73
Or l'aire sous la courbe entre a et b d’'une fonction
constante u vaut (b — a)u

Onadonc (b—-a)u= ff(t)dt@u_—f f(ndt.

Sur la figure ci-contre, l'aire grise et I'aire hachurée
sont égales quand p est égale a la valeur moyenne de
la fonction sur 'intervalle [a; b].

7.5 Exercices

7.5.1 Primitives

EXERCICE 7.1.
Pour chacune des fonctions f suivantes, définies sur R, déterminer F, une primitive de f.

1. f(x)=5; 6. f(x)=x%; 11. f(x)=-5x%;

2. f(x)=x; 7. fx)=7x-1; 12. f(x) =x*

3. f(x)=3x; 8. f(x)=—-%x% 13. f(x) =2x"+3x;

4. f(x)=3x%; 9. f(x) =4x3+x; 14. f(x) =3 SE X,

5. f(x)=—-4x+3; 10. f(x)=%2; 15. f(x)=3x*—3Xx+7.

EXERCICE 7.2.
1. Pour chacune des fonctions f suivantes, donner 'ensemble des primitives F de f sur l'inter-

valle I.
(a) f(x):3x2+2x+23urI:IR2; (c) f(x):—%surI:]0;+oo[;
(b) f(x):—x2+lsur1:[R2; d fx) = 5x+ = sur I =]0; +ool.

2. Soit f définie sur ]0; +ool par f(x) =3x— é
Déterminer les primitives F de f sur]0; +ool.
Existe-t-il une primitive de f prenant la valeur 2 lorsque x =1?
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EXERCICE 7.3.
Pour chacune des fonctions f ci-dessous, donner toutes les primitives de f sur I.

L flo=x°; 3. flx) =52, 5. f(x)=5x%+x+2;
2. flo =

EXERCICE 7.4.
Pour chacune des fonctions f suivantes, donner une primitive F vérifiant la condition imposée.

; 4. fo)=2x3+3; 6. f(x)=2x-7-3.

x4

1. f définie sur R par f(x) =x2+3x-1;F(2) =
2. f définie sur ]0; +ool par f(x) =2x-5+3%; F(3) = -

EXERCICE 7.5.
On considere la fonction F définie par F(x) =
On note ¢ sa représentation graphique.

2x+1 pour x € ]—5, +00.

1. Calculer la dérivée F’ de la fonction F et dresser le tableau de variation de la fonction F.
2. Résoudre I'équation F(x) = 1.

3. On consideére la fonction g définie par g(x) = ;255 pour x € |3 +ool.
Déterminer la primitive G de g vérifiant G(2) =

7.5.2 Calcul intégral

EXERCICE 7.6.
Calculer les intégrales suivantes :

3 2 1 1
1. f (x +4)dx; 4. f —dx; 7.] (2% -1)dt; 10. f—dt
0 -1
o, 0 2 Sx+1
2. f (x°+ x)dx; f —dx; 8. f (4x—x)dx; 11.[ dx.
2 4 1 x3
) 2( 1
3.] 413dte; 6.] 3x3dx; 9. fl (2f —1+p)df;
0 2 2

7.5.3 Lectures graphiques

EXERCICE 7.7 (D’aprés Amérique du Nord 3. Calculer f?’ Fdx.
2007).

La courbe (¥) ci-contre représente une fonc- gty

tion F définie et derivable sur l'intervalle J = van

] 33 +ool. 61

On sait que (¥¢) coupe l'axe des abscisses au 51
point (3;0) et a une tangente horizontale au yus

point (1; =2). 31
On note f la fonction dérivée de F. 21
1. a l'aide du graphique, donner les varia- ,1\* | | | | | X
tions de F et en déduire le signe de f. _\11* 1 2 3 4 5 6 7
2. Donner f(1), F(1) et F(3). Préciser le signe ~ —27
de f(3). =37
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EXERCICE 7.8 (D’aprés Polynésie 2005).

Soit f une fonction définie et dérivable sur [-2; 10]. La courbe € ci-dessous est la représentation
graphique de la fonction f dans un repere orthogonal.

On précise que le point d’abscisse 4,83 de € a pour ordonnée 1,86 et que cette valeur est le maxi-
mum de la fonction f.

On note 6 la courbe représentative de la primitive F de f qui s’annule en 1. On précise que le point
A(5; 5,43) appartient a €.

On note 6 la courbe représentative de la fonction dérivée f' de f.

Toutes les estimations graphiques seront données a 0,25 pres. Les résultats des calculs numériques
seront arrondis 4 1072,

1. (a) Déterminer graphiquement sur quel(s) intervalle(s) € est située en dessous de I'axe
des abscisses.

(b) Déterminer, en justifiant, I’équation réduite de la tangente a 6r en A.

(c) Préciser, en justifiant, le sens de variation de F sur 'intervalle [-2; 10].

5
2. (a) Déterminer f f(r)dt. Lareprésenter en rouge sur le graphique.
1

(b) Rappeler la formule de la valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle [a; b] et don-
ner une interprétation de cette notion dans le cas ou f est positive.

(c) Donner la valeur moyenne de f sur l'intervalle [1; 5]. La représenter en bleu sur le gra-
phique.

EXERCICE 7.9.
On a représenté, sur la figure ci-dessous, dans un repére orthonormal, la courbe représentative I
d’'une fonction g définie et dérivable sur R.
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La courbe I passe par les points O(0; 0) et A(2;2). La droite (AB) estla tangente en A ala courbeI.
La tangente a I au point C d’abscisse 1 est paralléle a ’axe des abscisses.

Le domaine hachuré 2 est délimité par les droites d’équation x = 2, x = 3, I'axe des abscisses et la
courbe I

1. Déterminer graphiquement les valeurs de g(0), g(2), g'(1) et g'(2).
2. Avec la précision permise par le graphique:

(a) Déterminer les solutions des équations suivantes :
i. g(x)=2; ii. g(x)=-2; iii. g(x) =4.

(b) Plus généralement, déterminer, selon les valeurs de A, le nombre de solutions de I'équa-
tion g(x) = A.

3. Une des représentations graphiques page suivante, figure 7.5, représente la fonction dérivée
g’ de g. Déterminer laquelle en justifiant votre choix a I'aide d’arguments graphiques.

4. (a) Une des représentations graphiques page suivante, figure 7.5, représente une primitive
G de g sur R. Déterminer laquelle en justifiant votre choix a I'aide d’arguments gra-
phiques.

(b) En déduire I'aire du domaine hachuré &, exprimée en unités d’aire.

EXERCICE 7.10.

On a représenté ci-dessous la courbe représentative I', dans un repere orthogonal (1 unité = 2cm
sur I'axe des abscisses; 1 unité = 0,75 cm sur ’axe des ordonnées), d'une fonction f définie sur R.
La courbe I' passe par les points A(0 2) et C(—2;0) et la droite (AB) est la tangenteen AaTl. La
tangente a I' en son point D d’abscisse —1 est parallele a I'axe des abscisses. Le domaine grisé & est
délimité par les axes de coordonnées et par la courbe I'.

1 .
| ¢ : 6 : U :
-3 /Zz -1 | 1 2 T~1_3

1. Déterminer, a I'aide des renseignements fournis par I'énoncé, les valeurs de f(0) et de f'(0).

2. Avec la précision permise par le graphique, résoudre les inéquations suivantes :
s f>1; * f0)<2; * fx)=3; * flx) <4

3. Parmi les trois représentations graphiques de la figure 7.6 page suivanteune représente la
fonction dérivée f' de f. Déterminer laquelle en expliquant avec soin les raisons de votre
choix.

4. (a) Parmi les trois représentations graphiques de la figure 7.6 page suivanteune représente
une primitive F de f sur R. Déterminer laquelle en expliquant avec soin les raisons de
votre choix.

(b) Déterminer alors I'aire du domaine grisé 2 en cm?.
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FIGURE 7.5: Courbes de l'exe

s]¥

rcice 7.9

FIGURE 7.6: Figure de I'exercice 7.10

Courbe 1 Courbe 2
4 .
} i / i
2+ —4 —2[0 2
2 i
} i i
__2 “Q 2 4 .
_2 €1
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7.5.4 Sujets dits de synthese

EXERCICE 7.11 (D’apres Asie Juin 2007).

Une entreprise produit et vend un modele de pieces pour hélicopteres. Pour des raisons techniques
et de stockage, sa production mensuelle est comprise entre 100 et 600 pieces. Elle vend tout ce qui
est produit.

On consideére que la fonction f définie sur [1; 6] par f(x) = —x? + 10x — 9 — 8In(x) représente le
bénéfice mensuel, exprimé en dizaines de milliers d’euros, obtenu pour la vente de x centaines de
piéces.

1. Quelle est la quantité de pieces a produire pour obtenir un bénéfice mensuel maximal? Cal-
culer ce bénéfice arrondi a I’euro pres.

2. (a) Prouver que la fonction g définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par g(x) = xIn(x) — x est une
primitive de la fonction logarithme népérien sur l'intervalle ]0; +ocol.
(b) En déduire une primitive F de la fonction f sur l'intervalle [1; 6].

(c) Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle [1; 6] (donner la valeur déci-
male arrondie au dixieme).

EXERCICE 7.12 (D’apres Liban 2007).
On considere la fonction f dont la courbe représentative € est représentée sur la figure 7.7 de la
présente page dans le plan muni d'un repere (unités : 2 cm en abscisse et 1,5 cm en ordonnée).

FIGURE 7.7: Graphique de 'exercice 7.12
y B

La courbe € passe par le point A (1; 0) et admet la droite (AB) pour tangente a la courbe € ou B est
le point de coordonnées (2; e —1). La courbe € coupe 'axe des abscisses au point d’abscisse e.
Partie A

Pour toutréel x de ]0; +ool, f(x) = (ax + b)In(x) ot a et b sont deux réels.

1. Calculer f’(x) en fonction de a et b.

2. Sans justifier et par lecture graphique, donner f(e) et f'(1).

Il
(=]

ae+b

3. Justifier que a et b sont solutions du systéme d’équations suivant : { ath = e—1

Déterminer a et b.
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Partie B
On admet que la fonction précédente est définie pour tout x de ]0; +ool par f(x) = (e — x)In(x).
On appelle S l'aire hachurée sous la courbe €.

1. Soit F la fonction définie et dérivable sur ]0; +ool par F(x) = —%xz In(x) +exIn(x) + %xz —ex
Montrer que F est une primitive de f sur ]0; +ool.

e
2. En déduire la valeur exacte de I = f f(x)dx.
1

3. Donner la valeur approchée 2 10~! de S en cm?.

EXERCICE 7.13.
On considere la fonction f définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par: f(x) = 5m¥ +3.
On note 6 sa courbe représentative dans un repere orthogonal du plan.

1. (a) Calculer f'(x) ou f’ estla fonction dérivée de f, puis étudier son signe.
(b) En déduire le tableau de variations dela fonction f. Onyindiquerales limites aux bornes
de l'intervalle de définition de f ainsi que la valeur exacte de f (e).
2. On considere la fonction F définie sur |0; +ool par F(x) = % (In(x)? +3x

(a) Démontrer que F est une primitive de la fonction f sur]0; +ool.

4
(b) En déduire la valeur exacte de I = f f(t)dt sous la forme a (In(2))% + b avec a et b deux
2

réels a déterminer.

3. (a) Préciser le signe de f surl'intervalle [2; 4].

(b) Donner une interprétation graphique de 1.

4. On admet que le bénéfice, en milliers d’euros, que réalise une entreprise lorsqu’elle fabrique
x milliers de pieces est égal a f(x). En utilisant les résultats précédents, déterminer la valeur
moyenne du bénéfice lorsque la production varie entre 2 000 et 4 000 pieces. On donnera une
valeur approchée de ce bénéfice a 100 euros pres.

EXERCICE 7.14 (Antilles — Septembre 2009).

On considere une fonction f définie sur l'inter-
valle [-2; 3] par: f(x) =ae*+bx+coua, betc
sont des réels fixés.

Une partie de la courbe € représentative de f
est représentée sur la figure ci-contre.

On dispose des renseignements suivants :

e % passe parA(0; 1).

e B est le point de coordonnées (1; 3); la
droite (AB) est tangente a € au point A.

e ¥ admet une tangente horizontale au
point D d’abscisse In(3).
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1. Ondésigne par f’la dérivée de lafonction f. Traduire les renseignements précédents par trois
égalités utilisant f ou f’.

2. Enrésolvant un systeme, déterminer a, b et c.
3. On admet a partir de maintenant que f(x) = —e*+3x+2.

(a) étudier les variations de f sur l'intervalle [-2; 3].

(b) Montrer que f s’annule exactement une fois sur [-2 ; In(3)] en un réel a. Donner, en
justifiant, une valeur approchée au centieéme pres de a.

(c) Pour la suite, on admet que f s’annule exactement une fois sur [In(3) ; 3] en un réel g.
Déterminer le signe de f surl'intervalle [-2; 3].

4. (a) Déterminer une primitive de f surl'intervalle [-2; 3].
(b) On considére la surface . délimitée par I'axe des ordonnées, 'axe des abscisses, la
courbe ¥ et la droite d’équation x = In(3).
Hachurer . sur la figure en annexe.

(c) Déterminer, en justifiant avec soin, I'aire de .%, en unités d’aire. On donnera la valeur
exacte et la valeur décimale arrondie au centiéme.

EXERCICE 7.15.

On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = (2x—1)e*; sareprésentation graphique ¢ dans
un repere orthogonal est donnée sur la figure 7.8 de la présente page (unités : 3 cm en abscisse et
1,5 cm en ordonnée).

FIGURE 7.8: Figure de I'exercice 7.15

1. Etudier le signe de f(x) selon les valeurs de x.

2. (a) Montrer que f’, la dérivée de f, peut s’écrire f'(x) = 2x+ 1)e*.

(b) Etudier le signe de f’(x) selon les valeurs de x puis en déduire le tableau des variations
de f (on indiquera la valeur exacte du minimum de f(x)).

(c) Déterminer I’équation de la tangente a € au point A et la tracer sur le graphique.
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3. (a) Montrer que la fonction F définie sur R par F(x) = (2x —3)e” est une primitive de f.

(b) Colorier le domaine limité par la courbe €, I'axe des abscisses et la droite d’équation
x=1.

1
(c) Calculer la valeur exacte de ﬁ f(t)dt puis en déduire la valeur de 'aire du domaine
2

colorié en cm? arrondie au centieme.

EXERCICE 7.16 (D’apres Métropole — La Réunion — Septembre 2007).

La courbe (¥) donnée sur la figure ci-dessousest la représentation graphique dans un repere ortho-
gonal d'une fonction f définie et dérivable sur R. On note f’ sa fonction dérivée. Les points A (3; e)
et B(4;2) appartiennent a cette courbe. La tangente a la courbe en A est parallele a I'axe des abs-
cisses et la tangente (T') ala courbe en B coupe 'axe des abscisses au point d’abscisse 6.

oP
L

Partie I : Lectures graphiques
Par lecture graphique, répondre aux questions suivantes, sans justifier.

1. Pour quelles valeurs du nombre réel x de I'intervalle [3; 10] a-t-on f(x) <27

2. Déterminer f'(3) et f'(4).

Partie II : Etude de la fonction
La fonction f représentée sur la figure 5.3, est la fonction définie sur 'intervalle [0; +oo] par
f(x) = (x—2)e*,

1. Calculer f(0). Donner la valeur décimale arrondie a I'unité.

2. (a) Pourtoutnombre réel x del'intervalle [0; +ool, calculer f’(x) et montrer que f’(x) =
3 - x)el-¥4),
(b) Surlintervalle [0; +oo étudier le signe de f'(x), puis dresser le tableau de variations
de la fonction f.

3. On admet que la fonction g définie sur I'intervalle [0; +oo[ par g(x) = (1 — x)e*™ est
une primitive de la fonction f surl'intervalle [0; +ool.
En déduire la valeur moyenne m de f sur'intervalle [2; 10]. On donnera la valeur exacte,
puis la valeur décimale arrondie au millieéme.

Partie III : Etude d’un bénéfice
Une entreprise vend x centaines de litres de parfum par jour 1,8 < x <4,5.
Le bénéfice en milliers d’euros réalisé, par jour, par 'entreprise lorsqu’elle vend x centaines
de litres est donné par f(x) pour x € [1,8; 4,5]. On suppose donc que pour des raisons tech-
niques et commerciales I’entreprise vend au moins 180 litres et au plus 450 litres.
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1. Calculer le bénéfice en euros réalisé sur la vente de 400 litres (soit 4 centaines de litres).

2. Déterminer la quantité de litres a vendre par jour pour réaliser un bénéfice maximal.
Quel est ce bénéfice maximal en euros? (Donner la réponse arrondie a 1’€).

3. A partir de quelle quantité journaliere I'entreprise ne vend-elle pas a perte?

EXERCICE 7.17 (D’apres Centres étrangers 2007).

On considere une fonction f définie et dérivable sur I = [0; 4]; sa courbe représentative est donnée
ci-dessous dans un repere orthogonal (1 unité = 2,5 cm sur I’axe des abscisses; 1 unité = 0,5 cm sur
I’axe des ordonnées).

On note f'la fonction dérivée de f.

Sont également tracées les tangentes a la courbe aux points d’abscisse 0 et 2, ainsi que la droite (d)
d’équation y = x + 2.

Aux points d’abscisses 1 et 3 les tangentes a la courbe sont paralleles a I’axe des abscisses.

\\1\14 /
10+ /

L
1 2

11 3 4

1. Par lecture graphique, déterminer :

(@ f(0) et f(0); (b) f(1)et f'(1); © f@ etf'(2);

(d) I'ensemble des réels x tels que f(x) < x+2.

2. On appelle & l'aire du domaine hachuré exprimée en unités d’aire. Parmi les trois propo-
sitions suivantes, déterminer celle qui est exacte, en la justifiant par des arguments géomé-
triques :

(@ 0 <1 (b) 1</ <6 () 6/ <8

3. Onsuppose que f(x) = mx® + nx*+ px+q, o m, n, p et g sont des réels.

(a) Enutilisantles résultats de la question 1 a, déterminer p et q.

(b) En utilisant les résultats de la question 1 b, déterminer m et n.
4. Onadmet que f(x) = x> —6x? +9x+2.

(a) Démontrer que les tangentes a la courbe aux points d’abscisses 0 et 4 sont paralleles.

(b) Calculer, en cm?, I'aire «f du domaine hachuré.
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