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Chapitre 1

Généralités sur les fonctions
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1.1 Activité
1.1.1 Un probléeme

Un verre a pied a une forme conique dont la base est un
disque de 8 cm de diametre et de hauteur 6 cm. Il repose
sur une table parfaitement horizontale. On désire le rem-
plir de facon a ce qu'’il contienne la moitié de son volume
maximal. On recherche donc jusqu’a quelle hauteur il faut
verser du liquide pour qu'il soit rempli a moitié.




1.1 Activité Seconde

1.1.2 Travail préparatoire

On appelle 7 la hauteur a laquelle est versée le liquide.
1. Entre quelles valeurs peut varier i ?
2. Quel est le volume maximal que peut contenir le verre ?
3. Sion verse du liquide jusqu’a mi hauteur (3 cm) dans le verre, aura-t-on la moitié du volume maximal du verre ?
4

. Calculer le rayon puis I'aire de la base puis le volume du liquide dans le verre lorsque h = 2 cm, lorsque i =3 cm
etlorsque i =4 cm.

5. Déterminer le rayon puis 'aire de la base puis le volume du liquide dans le verre en fonction de h (quelles for-
mules de calcul permettent d’obtenir le rayon, I'aire de la base et le volume du liquide dans le verre, lorsque 'on
connait 1 ?).

1.1.3 Utilisation du tableur comme calculateur

1. Créer la feuille de calcul suivante :

A B | C D E
1 Volume du liquide
2
3 | hauteur | rayon | aire delabase | VOLUME
4
5
6

2. Créer dans les cellules B4, C4, D4, et E4 les formules donnant, en fonction de la hauteur h, respectivement le
rayon, I'aire de la base du cone et le volume du liquide dans le verre. Indication : w s'obtient en entrant PI().

3. Controler les résultats de la question 4 du travail préparatoire en entrant successivement les valeurs 2, puis 3 et
enfin 4 dans la cellule A4 qui correspond a la hauteur.

4. Parmi les valeurs entiéres de h, déterminer de méme celle pour laquelle le volume du liquide est le plus proche
de la moitié du volume du verre.

1.1.4 Création d'un tableau
1. (a) Sélectionner le tableau créé précédemment, puis le recopier (avec les menus Edition, Copier) sur une autre
feuille de calcul du tableur.

(b) Entrer la valeur 0 dans la cellule A4, puis la formule =A4+1 dans la cellule A5. Recopier cette formule vers le
bas de facon a obtenir les valeurs demandées de la hauteur.

(c) Sélectionner alors les cellules B4 a D4 et, de méme que précédemment, les recopier vers le bas.
2. On désire plus de précision.

(a) Entrer la valeur 0 dans la cellule A4, puis la formule =A4+0,5 dans la cellule A5. Recopier cette formule vers
le bas de fagon a ce que les valeurs de la hauteur aillent de 0 a 6.

(b) Sélectionner alors les cellules B4 a D4 et, de méme que précédemment, les recopier vers le bas.

ATaide des résultats obtenus, compléter le tableau suivant :

hauteur | 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6
VOLUME

1.1.5 Représentation graphique du volume en fonction de /2

1. Sélectionner dans le tableau la colonne "hauteur” et la colonne "VOLUME” avec leurs titres. Indication : pour
sélectionner deux colonnes (ou plus généralement des plages de cellules) non voisines, procéder ainsi : sélectionner
la premiere puis, en maintenant appuyée la touche Ctrl sélectionner la seconde.

2. Cliquer sur l'icone Il Essayer les différents types de représentations (un apergu est proposé), puis en choisir un
et se laisser guider par les indications de I'assistant graphique.

3. Al'aide du graphique obtenu, donner une valeur arrondie au millimetre de la hauteur pour laquelle le volume est
égal a la moitié de celui du verre, ainsi qu'une valeur approchée de ce volume.
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Seconde

1.1 Activité

1.1.6 Exploitation de la courbe représentative

Vous trouverez en annexe la courbe obtenue avec le tableur en module qui donne le volume du liquide dans le verre en
fonction de la hauteur de liquide dans le verre.
On note V (h) le volume en fonction de la hauteur #. Ainsi V (3) = 12,566cm? car pour une hauteur de 3 cm, on peut lire
graphiquement que le volume est de 12,566 cm®.

1.
2.

Pour quelle valeurs de h, peut-on déterminer V (h) ?

Quel est le volume pour une hauteur de 5cm?
Compléter V(5) =......
On dit que :
e 5apourimage...... par la fonction V;
...... est I'image de 5 par la fonction V;
« a pour antécédent 5 par la fonction V;
5 est un antécédent de...... par la fonction V.

. Quel est le volume pour une hauteur de 2,5 cm?

Compléter V(2,5) =......

On dit que :

e 2,5apourimage...... par la fonction V;

e 2,5estun antécédentde...... par la fonction V.

Pour quelle hauteur le volume est-il de 70 cm3 2 50 cm?3 2
Compléter :

e 70 a pour antécédent(s) ...... par la fonction V;

« 50 a pour antécédent(s) ...... par la fonction V.

(a) Déterminer 'image de 1, de 2, de 4 et de 6 par la fonction V.

(b) Déterminer les antécédents de 0, de 25, de 60 et de 80 par la fonction V.
(c) Peut-on déterminer I'image de 13 par la fonction V' ? Pourquoi?

(d) Peut-on déterminer les antécédents de 120 par la fonction V 2 Pourquoi ?

(e) Résoudre par lecture graphique :
« I'équation V (h) = 75.
Que signifie la réponse a cette question ?
« I'inéquation V(h) > 50.

1.1.7 Annexe
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1.2 Notion de fonction Seconde

1.2 Notion de fonction

1.2.1 Notion de fonction

Définition 1.1. Une fonction est un procédé qui, a un élément x d’'un ensemble de départ, associe un élément y d'un
ensemble d’arrivée.

Les fonctions sont désignées par des lettres, en général f, g, h, etc.

On notera f: x— you f(x) = y qui se lit « f est la fonction qui a x associe y »..

On dit que y est l'image de x.

On dit que x est un antécédent de y.

On peut illustrer ce procédé par un diagramme « en patates ».

Ensemble de départ Ensemble d’'arrivée

Remarque. Sil'ensemble de départ et]’ensemble d’arrivée sont des parties de R, la fonction est dite fonction numérique.
Ce sera le cas de la plupart des fonctions que nous étudierons en Seconde.

Remarque. x sera parfois appelé la variable et y sera parfois appelé la grandeur qui est fonction de x.

Exemple 1.1. « A chaque éléve de la classe on associe la couleur de ses cheveux. Lensemble de départ est I'ensemble
des éleves de la classe, I'ensemble d’arrivée est'ensemble des couleurs de cheveux possibles. Cette fonction n’est pas
numérique car ni I’ensemble de départ, ni 'ensemble d’arrivée ne sont des parties de R.

« A chaque éleve de la classe on associe le nombre de ses fréres et soeurs. Lensemble de départ est 'ensemble des
éleves de la classe, 'ensemble d’arrivée est N. Cette fonction n’est pas numérique car les éleves de la classe ne sont
pas des nombres et donc 'ensemble de départ n’est pas une partie de R.

» Pour un éléve donné, on associe la taille qu’il mesurait a chaque moment de sa vie. Lensemble de départ est 'ensem-
ble des ages, c’est-a-dire un intervalle allant de 0 a I’age actuel de 1’éleve, 'ensemble d’arrivée est R. La fonction est
numérique car 'ensemble de départ et d’arrivée sont des parties de R.

EXERCICE.

On définit f et g, deux fonctions :

» f estlafonction qui a un nombre réel x associe le nombre obtenu en procédant de la maniére suivante : on ajoute 4
au nombre, on éleve le résultat obtenu au carré, on retranche 16, on divise par le nombre de départ et on retranche 6.

e gix— x% —4.

Donner I'expression correspondant a f puis simplifier cette expression.

Quel réel n'a pas d’'image par f?

Quelle est 'image de 3 par g?

Quelle est 'image de —1 par g2

Quels sont les antécédents éventuels de 12 par g?

L

Quels sont les antécédents éventuels de —5 par g ?

Un élément de 'ensemble de départ a au plus une image : certains éléments n'ont pas d’'image (un éléve chauve, un
nombre pour lequel on ne peut pas faire le calcul) et ceux qui en ont n’en ont qu'une.

Un élément de I'ensemble d’arrivée peut avoir aucun (aucun éleve n’a de cheveux blonds, aucun nombre de ’ensemble
de départ ne donne -5 par la fonction), un ou plusieurs antécédents. Déterminer tous les antécédents de k, élément de
I'ensemble d’arrivée, c’est trouver tous les éléments x de 'ensemble de départ tels que f(x) = k.
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Seconde 1.2 Notion de fonction

1.2.2 Ensemble de définition

Lensemble de départ peut étre imposé par la définition de la fonction, c’est-a-dire le contexte dans lequel on définit la
fonction.

Lorsqu’il s’agit d’'une fonction définie par une formule de calcul, c’est-a-dire une expression algébrique, I'ensemble de
définition de la fonction est 'ensemble des réels pour lesquels la formule est calculable.

Définition 1.2. L'ensemble des réels x possédant une image par une fonction numérique f est appelé l'ensemble de
définition de la fonction f. On le note souvent Dy.

Exemple 1.2. Définition dans un contexte.
1. Soit ABCD un rectangle dont un des c6tés est fixe et mesure 6 cm et 'autre est variable et mesure x cm.
On définit la fonction f de la facon suivante : a chaque x possible, on associe f(x), 'aire du rectangle ABCD.

Ainsi I'ensemble de définition de f est 'ensemble des valeurs possibles pour la longueur x du second coté. Etant
une longueur, on a nécessairement x > 0, donc D = [0;+ool.

2. Lafonction qui a chaque éleve de la classe associe de son nombre de freres et soeurs est définie pour chaque éleve
de la classe. Lensemble de définition est donc 'ensemble des éleves de la classe.

Exemple 1.3. Définition par une expression algébrique.

En Seconde, la plupart des fonctions numériques définies par une expression algébrique seront définies sur R sauf dans
les cas suivants :

» un quotient n'est défini que lorsque son dénominateur est différent de 0 (on ne divise pas par 0) ;

« on ne peut prendre la racine carrée d’'une quantité que si elle est positive.

1. La fonction f définie par f(x) = x> +2x + 3 est définie sur R car elle ne comporte ni quotient, ni racine carrée.
Df=R

2. Lafonction g définie par g(x) = % n’est pas définie quand x—1 = 0, c’est-a-dire quand x = 1. Dg =]—00; 1[U]1; +0ool.

3. Lafonction & définie par h(x) = v x + 2 est définie pour x+2 > 0, c’est-a-dire quand x > —2. Dy, = [-2; +o0l.

1.2.3 Tableau de valeurs

On peut associer a une fonction un tableau de valeurs. Il comporte deux lignes : la premiere regroupe des antécédents
et la seconde leurs images respectives par cette fonction.
Un tableau de valeurs peut aussi définir une fonction.

Exemple 1.4. Fonction donnant un tableau de valeurs.
Ala fonction f définie par f(x) = x? + 3x — 1 on peut associer, par exemple, le tableau de valeurs suivant :

X -3 | -2 -1 0 112 3
fx) | -1|-3|-3|-1|3|9]|17

Exemple 1.5. Tableau de valeurs définissant une fonction.
Le tableau suivant donne le nombre de titulaires du R.M.I. tous les deux ans :

Année 1989 1991 1993 1995 1997 1999 2001 2003 2005
Nombre de titu-
laires du R.M.L.

396160 | 567556 | 774803 | 925286 | 1045303 | 1120251 1051725 | 1120844 | 1266400

On peut définir la fonction f qui a chaque année associe le nombre de titulaires du R.M.I.
Ainsi f(1989) = 396160, f(1991) = 567556, etc.

1.2.4 Représentation graphique

On peut associer a une fonction une représentation graphique et1'on peut définir une fonction a partir d'une représen-
tation graphique.

Définition 1.3 (Représentation graphique). Dans un plan muni d'un repere, la représentation graphique de la fonc-
tion f est'’ensemble des points M de coordonnées (x; y) du plan tels que :

» Labscisse x de M décrit 'ensemble de définition D ;

o Lordonnée y est'image de x par f. y = f(x).

On note souvent € la représentation graphique de f. On dit que 6 a pour équation y = f(x).

Sila courbe est d'un seul « tenant » on patrle de courbe représentative de la fonction f.
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1.2 Notion de fonction Seconde

Remarque. L'équation permet de déterminer si un point A(x4; y4) appartient ou pas a cette courbe. En effet, un point
appartient a la courbe si et seulement si ses coordonnées vérifient 'équation de la courbe. On a alors :

Ae%fc)yA:f(xA)
Dans la pratique, pour les fonctions numériques définies par une expression algébrique, pour esquisser une représen-
tation graphique, on remplit souvent un tableau de valeurs de la maniére suivante :
1. on détermine les valeurs f(x) pour les valeurs entieres de x;
2. on place les points (x; f(x)) ainsi obtenus dans un repere;

3. onregarde sila courbe est « réguliere » :
« sioui, onla trace en extrapolant a partir des points obtenus;
 sinon, on complete le tableau de valeurs pour d’autres valeurs de x (éventuellement non entiéres) et on recom-
mence au point 2.
11 est parfois utile de compléter le tableau lorsqu’il semble que la courbe admet un sommet pour préciser son
tracé aux alentours de ce sommet.

Exemple 1.6. Reprenons la fonction f définie par f(x) = x* +3x — 1 et le tableau de valeurs déja obtenu :

X -3 |-2|-1 0 1(2] 3
fx) | -1|-3|-3|-1]3]9]17

On place les points (x; f(x)) correspondants dans un repére, notés ici e
On obtient une courbe qui semble réguliere mais on complete le tableau avec des valeurs de x entre —2 et —1 pour
préciser I'allure de la courbe 1a ot elle semble avoir un sommet :

X -2 -1,75 -1,5 -1,25 -1
fx) | -3 | -3,1875 | -3,25 | —3,1875 | -3

On place les nouveaux points.
La courbe semblant suffisamment détaillée, on la trace.

12+
11+

de l'image de 2

Lecture graphique

PO i o i - - e e e e

Remarque. 11 est important d’avoir suffisamment de valeurs avant de faire le tracé. Un tableur ou une calculatrice
peuvent étre alors utiles.

Remarque. Une courbe ne représente pas toujours une fonction. Il faut que chaque élément de I'’ensemble de départ
ait une seule image. Si la courbe est telle qu'un ou plusieurs points ont la méme abscisse, cela signifie qu'un élément
de 'ensemble de départ a plusieurs images, ce n'est donc pas la représentation d'une fonction.

Sur le schéma ci-dessous, par exemple, la courbe a plusieurs points ayant la méme abscisse, comme A(1,-1) et B(1,3).
Ce n’est donc pas la courbe représentative d'une fonction car alors 1 aurait plusieurs images.
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Seconde

1.2 Notion de fonction

1.2.5

Lorsqu'un point A sur la courbe est
connu avec précision, il est noté par
une croix.

Une courbe est donnée dans une
fenétre; s'il n'y a pas d’extrémités, la
courbe garde la méme allure quand
on la prolonge.

David ROBERT

Quelques conventions graphiques

Lorsqu'un point A est I'extrémité de la
courbe, il est noté par un gros point.

Une droite verticale en pointillés sig-
nifie que si I'on prolonge la courbe,
elle ne coupe pas cette droite. Sur I'ex-
emple ci-dessous, a n'appartient pas
aDy.

Lorsqu'un point A a I'extrémité de la
courbe n’appartient pas a la courbe, il
est noté par une « encoche ».

Une droite horizontale en pointillés
signifie que si'on prolonge la courbe,
elle ne coupe pas cette droite.




1.2 Notion de fonction

Seconde

1.2.6 Exercices

EXERCICE 1.1 (Variable, grandeur).

Dans chacune des situations de la figure 1.1 de la présente page, indiquer quelle est la variable et quelle est la grandeur

qui en dépend.

templs nécessaire (en jours)

FIGURE 1.1 - Figure de 'exercice 1.1

| en milliers de €

+
pour obtenir 90% de germinations 40+ recet [f
201
304 - (
15‘_‘ o
20+ A
104 101 coits fixes
tonnes
5‘~ s A + & - - 4 . . . . - - —
0 10 50 100
} % % % % %
5 5 10 15 20 25 Colits et recette d'un produit suivant la quantité
températures constantes (en °C) fabriquée et vendue
N~ .
températures du Lac Léman (en °C)
5 10 15 20 25
Evolution de la proportion de fumeurs et de fumeurs réguliers [
(traits pleins), France, 1950-2000 & :L octobre juillet 1992
RN 8- Hommes 107 "~/ juin 1992
e L —— Femmes |
= Fumeurs |
60 % =1 : T |
- — Fumeurs reguliers 201
40 % '
T 30
20 % — 40
o% T T T T T 50
1950 1960 1670 1980 1990 2000 avril 1992
Drapras Hill C, Laplanche A. Histoire de la consommation en France. Documentation pm (Eﬂ m’

Frangaise 2003, & paraitra [2]

EXERCICE 1.2.

Vrai

1.

© ® N e ooe wDN

f—
(=]

ou faux? Corriger la phrase lorsqu'elle est fausse.

f(=2) =0signifie que 'image de 0 est —2

f (1) =2 signifie que 'antécédent de 1 est 2
L'image de 2 par f est —3 s’écrit f(2) = -3

Par la fonction g, —5 est 'image de 3 s’écrit g(-5) =3

3 a pour image 5, signifie que 3 est I'image de 5

. 4 apour antécédent 5 signifie que 5 est 'image de 4

f(0) = 3 signifie que la courbe de f passe par le point (0;3)

Dire que (5;1) est un point de la courbe de f s’écrit5 = f(1)

2 apour image 0 par f signifie que la courbe de f traverse I'axe des abscisses en 2

f(4) =0signifie que la courbe de f traverse 'axe des abscisses au point (4;0)
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Seconde 1.2 Notion de fonction

EXERCICE 1.3.
Vrai ou faux ? Justifier la réponse lorsque c’est faux.
Les courbes de la figure 1.2 de la présente page représentent des fonctions de la variable x.

FIGURE 1.2 — Courbes de I'exercice 1.3

3+ 3
21 » : 21
Lt /(////// Lt
— - e T —
2 -1 OIN(1 2 3 2 -1 0l i1 2 3
7L —2L
3 31
21 21
L4 14
e T — | S
2 -1 0l i1 2 3 2 N9 1 2 3
7L —2L

EXERCICE 1.4.
Vrai ou faux? Corriger la phrase lorsqu’elle est fausse.
Les fonctions f et g sont représentées sur la figure 1.3 de la présente page.

1. Lafonction f est définie entre —2 et 6 inclus

2. Les images par la fonction f sont comprises entre —1 et 4 inclus

3. Lafonction g est définie entre —2 exclu et 6 inclus

4. Lesimages par la fonction g sont comprises entre 0 exclu et 3 inclus

FIGURE 1.3 — Courbes de I'exercice 1.4
€
| | | | / | */JL) | |
[ I I [ T I I
3 -2 -1 3N_4_T5 3 -2 -1 0 4 5
2

EXERCICE 1.5.

Vrai ou faux? Corriger la proposition lorsqu’elle est fausse.

« D’apres la représentation graphique de la figure 1.4 de la présente page Dy = [—4;2]
 D’apres la représentation graphique de la figure 1.4 de la présente page Dg =] —00;3[U]3; 5]

FIGURE 1.4 — Courbes de I'exercice 1.5
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1.3 Résolutions graphiques d’'équations et d'inéquations Seconde

EXERCICE 1.6 (Avec la calculatrice).
La fonction f est définie sur [-1,5;2] par : f(x) = 2x3 —1,5x*> —3x

1. Compléter le tableau de valeurs suivant :
X -,5{-1|-05[0|05|1]|15]|2
f(®)

2. Tracer la courbe représentative de f.

EXERCICE 1.7 (Avec la calculatrice).
La fonction f est définie sur [-3;3] par: f(x) = x> —3x+1.
Apres avoir dressé un tableau de valeurs de la fonction, tracer sa courbe représentative €.

EXERCICE 1.8.

Tracer une représentation graphique possible d'une fonction f sachant que :
o Df=1[-2;2];

o f()=3;

+ 0 admet deux antécédents;

¢ 1< fx) <4

1.3 Résolutions graphiques d’équations et d’'inéquations

1.3.1 Résolution d’équations de la forme f(x) = k

On a vu que déterminer tous les antécédents éventuels d'un élément k del’ensemble d’arrivée revenait a chercher tous
les x de I'ensemble de départ tels que f(x) = k.

Une telle recherche peut se faire graphiquement a partir de la représentation graphique de la fonction f.

On regarde alors s’il y a des points de la courbe qui ont pour ordonnée k car 'ordonnée d'un point de la courbe vaut
f(x).S’ilyen a, les antécédents de k sont les abscisses de ces points car I'abscisse d'un point de la courbe vaut x. Ces
abscisses sont les solutions de I'équation f(x) = k. Une telle résolution ne donne pas toujours les valeurs exactes, la
lecture graphique étant parfois approximative.

Exemple 1.7. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x> — 5x + 3. On recherche les solutions de I'équation f(x) =3
On commence par tracer soigneusement la courbe représentative de f et on obtient :

|

2 |

\ /o

1+ |

v 7 |
1 | | ] | ¢ | |
I I N~ | | I

On cherche les points de la courbe ayant pour ordonnée 3. Pour cela on peut tracer la droite d’équation y = 3 et chercher
les points d’intersection de cette droite avec la courbe de f.

On obtient ici deux points M; (0;3) et M, (%;3). Les solutions sont leurs abscisses : 0 et %

On écrit : « Les solutions de I'équation f(x) = 3 sont 0 et % car les points de la courbe de f d’ordonnée 3 ont pour
abscisses 0 et 3 ».

1.3.2 Résolution d’inéquations de la forme f(x) < k

Ces inéquations peuvent se résoudre graphiquement. On procede de la facon suivante :
 on trace soigneusement <€f dan un repére (orthogonal) ;

« on trace la droite d’équation y = k;

» on recherche les points de la courbe situés sousla droite;

» I'ensemble des solutions est constitué des abscisses de ces points.

Exemple 1.8. Surl'exemple précédent, sil’'on doit résoudre f(x) < 3, apres avoir tracé y = 3 on constate que les points
de la courbe situés sous cette droite ont leurs abscisses comprises entre 0 et %
Donc f(x) <3 < x € [0;2]. Oubien S = [0; 2].
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Seconde 1.3 Résolutions graphiques d’'équations et d’'inéquations

Remarque. « Onrésoud de la méme maniere les équations du type f(x) > k.
On retient alors les abscisses des points situés au-dessus de la droite d’équation y = k.
Dans I'exemple f(x) >3 < x €]-00;0] U [%, +oo|.
» De méme pour les inéquations strictes : f(x) > k ou f(x) < k. On excluera alors les abscisses des points d’intersection
de la courbe et de la droite.
Dans I'exemple f(x) <3< x€]0;3].

1.3.3 Résolution d’équation de la forme f(x) = g(x)

Cela revient a chercher les éléments de 'ensemble de départ qui ont la méme image par f et par g.

Une telle recherche peut se faire graphiquement. On recherche alors les points des deux courbes représentatives ayant
méme abscisse et méme ordonnée, c’est-a-dire les points d’'intersection des deux courbes. Une telle résolution ne
donne pas toujours les valeurs exactes, la lecture graphique tant parfois approximative.

Exemple 1.9. Soit f et g les fonctions définies sur R par, respectivement, f(x) = xX2-1let g(x)=-0, 5x% + x+4. Résoudre
graphiquement I'équation f(x) = g(x).
On commence par tracer soigneusement les deux courbes représentatives et on obtient :

S/J _\\O»

On cherche les points d’intersection des deux courbes, ici M) et My, et les solutions de I'’équation sont leurs abscisses
dont les valeurs approximatives sont —1,5 et 2, 2.
Les solutions sont donc x ~ —1,5 et x =~ 2,2.

1.3.4 Résolutions d’'inéquations de la forme f(x) < g(x)

La encore ces inéquations peuvent se résoudre graphiquement. On procede de la fagon suivante :
 on trace soigneusement <€f et ‘6 dans un repere (orthogonal) ;
» I'ensemble des solutions est constitué des abscisses des points o1 la courbe de f est située sous celle de g.

Exemple 1.10. Sur I'exemple précédent, sil’'on doit résoudre f(x) < g(x), on constate que les points de la courbe de f
situés sous celle de g ont leurs abscisses comprises entre environ —1,5 et 2,2.
Donc f(x) < g(x) © x€[-1,5;2,2]. Oubien S =[-1,5;2,2].

Remarque. « Onrésoud de la méme maniere les équations du type f(x) > g(x).
On retient alors les abscisses des points de la courbe de f situés au-dessus de celle de g.
Dans I'exemple f(x) > g(x) © x €] —o0;—1,5] U [2,2; +00l.
» De méme pour les inéquations strictes : f(x) > g(x) ou f(x) < g(x). On excluera alors les abscisses des points d’inter-
section des deux courbes.
Dans'exemple f(x) < g(x) © x€]-1,5;2,2[.

1.3.5 Exercices

EXERCICE 1.9.
La fonction f est définie sur [-3;3] par: f(x) = x2—-3x+1.
%6, courbe représentative de f a déja été obtenue dans I'exercice 1.7.
1. ATlaide de la représentation graphique %, avec la précision permise par le graphique, répondre aux question
suivantes :
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1.3 Résolutions graphiques d’'équations et d'inéquations Seconde

(a) Quelle estl'image de2? (d) Quels sontles antécédents de 12

(b) Quelle est'image de 32 (e) Quels sont les antécédents de 2 ?

(c) Quelle estl'image de 4? (f) Quels sont les antécédents de —2?
2. Résoudre graphiquement les équations et inéquations suivantes :

(@ f)=3; © fx)=-1; (&) f(x)>-3;

() f(x)=-1,5; (d fx)<4; 0 flx)<-2.

EXERCICE 1.10.
Une fonction f, définie sur R, est donnée par sa courbe représentative € :
Avec la précision permise par le graphique, résoudre :

I

1. Les équations suivantes :

| @ f=1;

(b) f(x)=0;

/ e © fo=-1;
d fx)=2.

2. Les inéquations suivantes :
@ fx)=1;
b) f(x)>0;

2 (© flx)<-1;

(d flx)>2.

EXERCICE 1.11.
La courbe € de la figure 1.5 de la présente page représente une fonction f et la droite 2 représente une fonction g.

FIGURE 1.5 - Figure de I'exercice 1.11
T

- 9
T~ < — 4
R /
/ T~ - \ €
/ / "
7 Ry <
o~ = kS
J ~ -
_5 ol 7z > B g 10
1. Résoudre graphiquement les équations : 3. Résoudre graphiquement :
(a) f(x)=3; (© f(x)=0; (a) f(x):g(x);
(b) f(x) =-2; (d) f(x) =6. (b) f(x) < g(x).
2. Résoudre graphiquement les inéquations : 4. Donner le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

(@ f(x)<0;
(b) f(x)=3;
(¢) f(x)>5.

EXERCICE 1.12.
On considere les fonctions f et g définies sur R par : f(x) = x> et g(x) = 3x—2.
1. Tracer soigneusement les représentations graphiques 65 et €y de f et g sur I'intervalle [-2;2].
2. Résoudre graphiquement I'inéquation f(x) < 1.
3. Déterminer graphiquement les solutions de I'équation f(x) = g(x).
EXERCICE 1.13 (Avec la calculatrice).
Les fonctions f et g sont définies sur [-2;2] par: f(x) = x3 et gx)=1-=x.
1. Tracer sur une calculatrice graphique les représentations graphiques €y et 6¢ de f et de g.

2. En déduire le nombre de solutions de I'équation x> + x—1=0.
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Seconde 1.4 Variations, extremums

1.4 Variations, extremums
1.4.1 Sens de variation
11 s’agit de traduire mathématiquement qu’'une fonction « augmente » ou « diminue ».

Exemple 1.11. Reprenons un exemple déja vu : Le tableau suivant donne le nombre de titulaires du R.M.I. tous les deux
ans:

Année 1989 1991 1993 1995 1997 1999 2001 2003 2005
Nombre de titu-
laires du R.M.L.

396160 | 567556 | 774803 | 925286 | 1045303 | 1120251 1051725 | 1120844 | 1266400

La fonction f est celle qui a chaque année associe le nombre de titulaires du R.M.I.

Ainsi f(1989) = 396160, f(1991) = 567556, etc.

On s’apercoit facilement que le nombre de titulaires n’a fait qu’augmenter jusqu’a 1999, a diminué de 1999 a 2001 puis
est reparti a la hausse de 2001 a 2005.

Exemple 1.12. Lorsqu'une fonction est définie graphique- T
ment, on peut faire le méme type de constatations. Soit,
par exemple, la fonction définie sur [-3;3] par la courbe
représentative ci-contre.

On constate que lorsque x € [-3;1] la courbe de f ne fait
que monter et que lorsque x € [1;3] elle ne fait que descen-
dre.

Plus précisément :

« si I'on prend deux nombres quelconques a et b dans
[-3;1] avec a < b, alors leurs images seront dans le
méme ordre: f(a) < f(b);

 si I'on prend deux nombres quelconques u et v dans
[1;3] avec u < v, alors leurs images seront dans |'ordre
inverse : f(u) > f(v); 4

C’est la définition mathématique de la croissance ou de la
décroissance d'une fonction f. : -1--

Définition 1.4. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est
« croissantesur I si, pour tous réels aet bde I, ona:
Sia< balors f(a) < f(b).
o décroissantesur I si, pour tousréels aet bde I, ona:
Sia< balors f(a) > f(b).
« monotone si elle n’est que croissante sur I ou si elle n’est que décroissante sur I.
« constantesur I si, pour tous réels aet bde I, ona: f(a) = f(b).

Remarque. « Ces notions ne sont valables que sur un intervalle et pas sur une réunion d’intervalles disjoints.

« Antécédents et images étant rangés dans le méme ordre, on dit qu'une fonction croissante conservel ordre.

« Antécédents et images étant rangés dans |'ordre inverse, on dit qu'une fonction décroissante inversel ordre.

« On obtient les définitions d'une fonction strictement croissante ou strictement décroisante en remplacant les inégal-
ités par des inégalités strictes. Ainsi on dit que f est strictement croissante sur I si pour tous réels aet bde Iona:
Sia< balors f(a) < f(b)

« Une fonction est strictement monotone sur I si elle est strictement croissante ou strictement décroissante sur /

1.4.2 Tableau de variations

Etudier les variations d’une fonction f c’estétudier sur quel(s) intervalle(s) elle est croissante, décroissante et constante.
Ces résultats peuvent se résumer dans un tableau de variation, qui est une forme stylisée de courbe représentative
ol I'on indique uniquement si la courbe monte, descend ou est stable. Dans la premiére ligne on indique les valeurs
importantes de x et dans la seconde les variations de f.
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Exemple 1.13. Dans |'exemple précédent on obtient

X -3 1 3

! N

=~0,25 ~2,25

Exemple 1.14. Le tableau ci-contre indique que la fonction f est croissante lorsque x € [-2;—1], décroissante lorsque
x € [-1;1] et constante lorsque x € [1;2].
Ilindique aussi que f(-2) = -1, f(-1) =3 et f(x) = -2 pour tout x € [1;2].

X -2 -1 1 2

AN

1.4.3 Extremums

Les extremums, s'ils existent, sont les valeurs maximale et minimale qui sont atteintes par la fonction f sur unintervalle
donné. Plus précisément :

Définition 1.5. Soit une fonction f définie sur un intervalle I et xp € I. On dit que
o f admet un maximum, atteint en x si, pour tout x € I, f(x) < f(xo);

o f admet un minimum, atteint en xp si, pour tout x € I, f(x) > f(xo).

Les maximum et minimum sont appelés les extremums.

Remarque. Un extremum doit étre atteint par une valeur xp.

Exemple 1.15. La fonction f définie sur R par f(x) = x> + 1 ”’admet pas —1 comme minimum.
En effet, si on a bien f(x) > —1 sur R, il n’existe pas de xp tel que f(xp) = —1.

Par contre 1 est bien le minimum de f sur R car

o f(x) > 1pourtout xe RET

. fO)=1

On dira donc : le minimum de f sur R est 1 et il est atteint pour xp = 0.

1.4.4 Exercices

EXERCICE 1.14.
On considére la fonction f représentée par la courbe ¥ ci-dessous (en deux parties).
Indiquer son ensemble de définition et dresser son tableau de variations.

6**

,_‘
B
w
N
o

%

14 http :/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

Seconde 1.4 Variations, extremums

EXERCICE 1.15.
Soit la fonction f représentée ci-dessous; sa courbe représentative est en trois parties.
Dresser le tableau de variations de f.

EXERCICE 1.16.
Tracer une courbe représentative d'une fonction f sachant que :

» 1apour antécédents, par la fonction f, -2 et 1,5; « le tableau des variations de f est le suivant :
o f(x)=0apoursolutions x=2oux=4;
+ [ED=2; p 0 3

o —1estl'image de 3;

« Dp=[-2;4]; f - SN -

 le maximum de f est 3; 1

EXERCICE 1.17.
On donne le tableau des variations d'une fonction f :

X -5 -3 0 1 8
3
! \ / ™~ 0
0 ~ -2
1. S’il est possible de répondre, compléter par «<», «>» 2. Résoudre, lorsque c’est possible, les inégalités suiv-
ou « =». Sinon mettre une croix. antes :
f=D ... f(=2) (@ f(x)=0;
f=3 ... f b)) fx)=1;
f-1 ... 1 ! ’
F=2) o £(0,5) © fx)<-1;
f=2) ... f,5) (d fx)<o.
f@ f@ 3. Dire, si c’est possible, quel est le maximum de la
4 f(=4) fonction et quel est son minimum.

EXERCICE 1.18 (Avec une calculatrice).
On considere la fonction f définie par: f(x) = 2xv4— x2.
ATaide d’une calculatrice graphique :

1. conjecturer 'ensemble de définition de f;
2. conjecturer quels sont les extremums de f sur son ensemble de définition;

3. dresser le tableau des variations de f.

David ROBERT
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1.5 Problemes

Seconde

1.5 Probléemes

PROBLEME 1.1.

On consideére un quart de cercle ¢ de rayon OI = 1.

M est un point quelconque de ce quart de cercle. H est le
pied de la hauteur issue de M dans le triangle IMO.

Le probléeme consiste a déterminer ol placer M pour avoir
l'aire du triangle OH M maximale.

On note x lalongueur OH et hlalongueur HM. On adonc
0<x<1.

. Exprimer la longueur % en fonction de x.

. Soit f la fonction qui a x associe l'aire du triangle

OMH.
Démontrer que :

xV1-x?

fx)= 5

3. Compléter le tableau ci-dessous.

4. Tracer la représentation graphique 6 de la fonction

f dans un repere (unités graphiques : en abscisse 10
cm pour une unité; en ordonnée 20 cm pour une
unité).

. Déterminer graphiquement le maximum de f. In-

terpréter cette valeur.

X 0(01)02/]03)|04 )05

06 1070809109 |1

fx

On arrondira les valeurs de f(x) a 1072 pres.

PROBLEME 1.2.

On dispose d’une feuille cartonnée de dimensions 24 x 32
avec laquelle on veut fabriquer une boite sans couvercle.
Pour cela, on découpe a chaque coin de la feuille un carré
de coté x. On obtient le patron de la boite (qu’on plie suiv-
ant les pointillés pour obtenir la boite).

Le probléme est de déterminer pour quelle(s) valeur(s) de
x le volume de la boite est maximal.

[ [

| |

| |
xT____; ............................. ;____

} | I

16

. Entre quelles valeurs peut varier x ?

. Calculer les dimensions de la boite (longueur,

largeur, hauteur), puis son volume lorsque x =2 cm,
lorsque x =5 cm et lorsque x = 12 cm.

. Déterminer les dimensions de la boite puis I'expre-

sion V(x) du volume de la boite en fonction de x

. Représenter graphiquement dans un repére aux

unités bien choisies la courbe de V (x).

. Déterminer graphiquement pour quelle(s) valeur(s)

de x le volume est maximal.

http :/lperpendiculaires.free.fr/
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Nom : Vendredi 1 octobre — 2h00

Devoir surveillé n°1

Généralités sur les fonctions

‘ Toute valeur approchée obtenue par lecture graphique sera donnée au dixieme

EXERCICE 1.1 (5 points).

Pour chacune des affirmations suivantes dites si elle est vraie ou fausse et :
« sielle est vraie, dire la méme chose d'une autre maniere;

« sielle est fausse, la corriger.

1. f(0) = 3 signifie que 'image de 0 par f est 3 VRAI - FAUX
2 f@=-1signifiequelantécedant de2par fest -1 VRAI - FAUX
3. Lacourbe de f passeparle point AL 4)signifieque f0=—1 VRAI - FAUX
4. Limage de 5 par f est 1 signifie que la courbe de f passe par le point de coordomnées ;1) VRAI- FAUX
5. Lantecédant ded par f est3signifieque @ =4 VRAI - FAUX

EXERCICE 1.2 (3 points).
Exercice a faire entierement a la calculatrice, il n'est demandé aucune explication.
Soit les fonctions f et g définies sur l'intervalle [-4;3] par : f(x) = x> —2 et g(x) = —2x> +2x +3.
Compléter :
Lensemble S des solutions de g(x) > 0 est : R
Lensemble S des solutions de f(x) = g(x) est : R

Lensemble S des solutions de f(x) < g(x)est: S=...............

EXERCICE 1.3 (6 points). EXERCICE 1.4 (6 points).
La fonction f est définie sur [-3;3] par: f(x) = x> +x—4. Ondonne en annexe les courbes 6 et € représentatives
1. (a) Calculer les valeurs exactes de f(2) et de des fonctlon? fetg. ) )
F1+v2). 1. Recopier sur votre copie et compléter :

. (a) 'image de 1 par la fonction f est...;
(b) Résoudrel’équation f(x) = —4.

En déduire les antécédants de —4 par la fonc- (b) les antécédants de —2 par la fonction f sont...;

2. Résoudre graphiquement les équations :

tion f.
@ f(x)=-3;
2. (a) Dresser un tableau de valeurs pour tous les an- ) f(x)=4;
técédants entiers de —3 a 3. , - .. .
3. Résoudre graphiquement les inéquations :
(b) Dans le repere fourni en annexe page suivante, (@ f(x) <0;
tracer la courbe représentative de f. b fx)>-2;
3. Soit la fonction g définie sur R par g(x) = —x—5. (©) f(x)<-5.

(a) Tracer la courbe représentative de g dans le 4. Résoudre graphiquement :

meéme repére que celle de f. @ f0)=g(;

b) fx) < gx).
5. (a) Donner le signe de g(x) suivant les valeurs de
4. Question bonus : Résoudre par le calcul f(x) = g(x). X.

(b) Résoudre graphiquement f(x) = g(x)

(b) Dresser le tableau des variations de g(x).

David ROBERT 17
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Annexes

449_
e
1y
Lo
1o
1=

0

[

I

4

€

v

S

9

L

18 http :/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

Chapitre 2

Géométrie dans I’espace
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2.1 Perspective cavaliere Seconde

2.1 Perspective cavaliere

2.1.1 Principe

Dans ce chapitre, nous allons travailler sur des objets en trois dimensions qui seront représentés, la plupart du temps,
sur des feuilles de papier qui, elles, n’'ont que deux dimensions.

Cette représentation s’appelle la perspective cavaliére.

Ses principes sont les suivants :

« Vous faites face a un écran. Le soleil éclaire la scéne (il est
dans votre dos). Un cube est placé devantl’écran et il pro-
jette son ombre sur cet écran.

11 est placé de telle facon que deux de ses faces sont par-
alleles a I'écran et deux autres horizontales. !

Si les rayons du soleil ne sont pas perpendiculaires a
I'écran, 'ombre du cube sur 'écran est une représenta-
tion en perspective cavaliére du cube. 2

« On parle d'une représentation en perspective cavaliére, car la forme de 'ombre dépend de la direction des rayons du
soleil.

o On appelle fuyante une droite perpendiculaire a I'écran.
Les ombres de toutes les fuyantes sont paralléles et leur
direction commune dépend de celle des rayons du soleil.

2.1.2 Construction et propriétés

Construction

« Langle a des fuyantes (droites perpendiculaires au plan
de projection) vaut habituellement 30°, 45° ou 60°.

« Toutes les dimensions qui sont dans des plans paral-
leles au plan de projection sont représentées en vraie
grandeur.

« Les dimensions qui sont portées par les fuyantes sont
multipliées par un coefficient de réduction, en général
compris entre 0,5 et 0,8.

Propriétés

« Des droites paralléles sont représentées sur le dessin par des droites paralléles.
Attention : Deux droites paralleles sur le dessin ne le sont pas toujours dans la réalité.

« Dela méme maniere, des droites sécantes sont représentées sur le dessin par des droites sécantes, mais deux droites
sécantes sur le dessin ne le sont pas toujours dans la réalité.

« Lesrapports delongueur sur une droite sont conservés sur le dessin. Par exemple, le milieu d'un segment est représenté
sur le dessin par le milieu du segment obtenu.

1. Il arrivera parfois que le cube soit représenté sans faces paralleles a I'écran.
2. Siles rayons sont perpendiculaires a I'écran, on parle de perspective orthogonale. Dans toute la suite, on exclura ce cas.
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Seconde 2.2 Solides usuels et volumes

2.2 Solides usuels et volumes

2.2.1 Famille des primes droits

Prisme droit Pavé Cylindre

Toutes les faces sont des rect- Prisme droit dont les bases sont Peut étre considéré comme un
angles sauf (éventuellement) les des rectangles. prisme droit dont les bases sont
deux bases. des disques.

>

h
h o
_~"" base
Propriété2.1. Le volume de ces solides est donné par la formule suivante : Volume = Aire de la base x hauteur
2.2.2 Famille des pyramides
Pyramide Tétraedre Cone de révolution
Constituée d'une base de forme Pyramidedontlabaseestuntrian- Peut étre considéré comme une
quelconque et d'un sommet. Des gle. pyramide dont la base est un
arétes joignent ce sommet a cha- disque.
cun des sommets de la base.
h
h

Propriété 2.2. Le volume de ces solides est donné par la formule suivante : Volume = %Aire de la base x hauteur

On peut ainsi mettre trois fois le volume d'un cone de révolution dans un cylindre de révolution ayant méme base et
méme hauteur, ou trois fois le volume d'un tétraédre dans un prisme droit ayant méme base et méme hauteur.

2.2.3 Sphere

Propriété 2.3. Le volume d'une sphére de rayon r est
donné par la formule : Volume = %an.
Laire de la surface d’'une sphéere de rayon r est donnée par

la formule : Aire = 4mr?.
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2.3 Positions relatives de droites et de plans Seconde

2.3 Positions relatives de droites et de plans

2.3.1 Regles d’incidence

Regle 2.1. Par deux points distincts de l'espace A et B, il passe une unique droite, notée (AB). |

Regle 2.2. Par trois points non alignés de l'espace A, B et C, il passe un unique plan, noté (ABC). |

Regle 2.3. Sideux points distincts A et B de l'espace appartiennent a un plan 2, alors la droite (AB) est contenue dans
le plan 22, c’est-a-dire que tout point M appartenant a la droite (AB) appartient aussi au plan 2.

Reégle 2.4. Dans chaque plan de l'espace, on peut appliquer tous les théoremes de géométrie plane (PYTHAGORE,
THALES, etc.).

2.3.2 Positions relatives de deux droites

Reégle 2.5. Deux droites de l'espace sont soit coplanaires, soit non coplanaires.

Coplanaires (dans un méme plan) Non coplanaires
d et d’ sécantes d et d’ paralleles
d A d
d d d d

e

d/
d et d’ ont un point d et d' sont stricte- d et d’' sont confon- Aucun plan ne con-
d’intersection A. ment paralléles. dues tient a la fois d et d'.
dnd ={A} dnd =9 dnd =d=d dnd' =2

Remarques. » Contrairement au plan, deux droites de 'espace n’ayant pas de point en commun ne sont pas forcément
paralleles.
« Des droites strictement paralleles sont des droites coplanaires et qui n’ont aucun point en commun.
« On peut définir un plan de plusieurs maniéres :
- par la donnée de trois points;
- par la donné de deux droites sécantes;
- par la donnée de deux droites strictement paralléles;
- par la donnée d’une droite et d'un point n’appartenant par a cette droite.

2.3.3 Positions relatives d’'une droite et d’'un plan

Regle 2.6. Une droite et un plan de l'espace sont soit sécants, soit paralleles.

Sécants Paralleles

d et & ont un point d’inter- d et & sont strictement
section B. paralleles.
dn% ={B} anP =g an?P=d

d est contenue dans &

Remarque. Une droite d et un plan & sont paralléles s’ils ne sont pas sécants. On note alors d || 22 ou 22 || d.
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Seconde 2.3 Positions relatives de droites et de plans

2.3.4 Positions relatives de deux plans

Regle 2.7. Deux plans de l'espace sont soit sécants, soit paralleles. I

Sécants Paralleles

2 et 2 ontune droite d'in- P et &' sont strictement ,
. N 2 et 2?' sont confondus
tersection d. paralleles.
PnP' =d PNP =g PNP ==

Remarque. Deux plans & et 22’ sont paralléles lorsqu’ils ne sont pas sécants. On note & || &'.

Remarques. « Pour démontrer que trois points sont alignés, il suffit de montrer que les trois points appartiennent a
deux plans sécants : comme l'intersection de deux plans sécants est une droite, cela implique que les points sont
tous les trois sur cette droite.

 Pour trouver la droite d’intersection de deux plans, il suffit de trouver deux points distincts qui appartiennent aux
deux plans : la droite d’intersection est alors celle qui passe par ces deux points. Ces points sont en général des points
d’intersection de droites sécantes, I'une contenu dans l'un des plans, 'autre dans 'autre plan.

David ROBERT 23



2.4 Parallélisme dans l'espace Seconde

2.4 Parallélisme dans I'espace

2.4.1 Parallélisme entre droites

Propriété 2.4. Deux droites paralleles a une méme droite sont paralleles entre elles.

Sid| d etd | d" alorsd | d"

Propriété 2.5. Sideux droites sont paralléles, alors tout plan qui coupe l'une, coupe l'autre. |

2.4.2 Parallélisme entre plans

Propriété 2.6. Deux plans paralleles a un méme plan sont paralleles entre eux.

SiP|| P et? | 2" alors P || 2"

Propriété 2.7. Sideux droites sécantes d et d' d'un plan & sont paralléles a deux droites sécantes A et A' d'un plan 2,
alors 2 et 2 sont paralleles.

Propriété 2.8. Si deux plans 2 et @' sont paralleles, alors tout plan sécant a P est aussi sécant a &' et leurs droites
d’intersection d et d' sont paralleles.

2.4.3 Parallélisme entre droite et plan

Propriété 2.9. Sideux plans P et P’ sont paralléles et si une droite d est paralléle a &2, alors d est parallele a &'

Sid| 2 et2? | 2 alorsd | '
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Seconde

2.4 Parallélisme dans l'espace

Propriété 2.10. Sideux droites d et A sont paralléles, et si d est contenue dan un plan 22, alors A est parallele a 2.

e
I

Propriété 2.11. Si deux plans & et &' sont sécants selon une droite A et si d est une droite parallele a & et ' alors d
et A sont paralleles.

(@/

Théoréme 2.12 (Théoreme du toit). Si:

o d etd' sont paralleles;

o P estun plan qui contient d et ' est un plan qui contient d' ;
o P et P sont sécants selon une droite A

alors A est parallelead eta d'.
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2.5 Exercices Seconde

2.5 Exercices

2.5.1 Calculs dans I'espace

EXERCICE 2.1.
Une piece métallique (en traits pleins) est découpée dans un cube. Construire, en perspective cavaliere : la piece
restante du cube la face ABCD restant devant; la piece restante du cube la face ABCD étant a droite.

EXERCICE 2.2.
On considere un tétraedre ABCD, dont les faces ABC, ABD et ACD sont des triangles rectangles en A. AB= AD =5
cmet AC=12 cm.

1. Dessiner ce tétraedre en perspective cavaliere, la face ABC étant frontale.
2. Quelle estla nature de CDB? le représenter en vraie grandeur.
3. Quel est le volume de ABCD?

EXERCICE 2.3.

ABCDEFGH estun cube d’aréte a.

1. Quelle est la nature du triangle AFC? Justifier.
Le représenter en vraie grandeur a la régle et au compas en prenant a = 6 cm.

2. Calculer la longueur d'une diagonale principale du cube.
EXERCICE 2.4.

On considere un cube ABCDEFGH de c6té a. On nomme P le centre de la face EFGH et Q le centre de la face BCGF.
M désigne le milieu de [PQ]. On admettra que (EG) est perpendiculaire a (EA) et que (BG) est perpendiculaire a (AB).

1. Montrer que PQ = %42 puis que AP = AQ = “T‘/g.
2. Calculer une valeur approchée au degré pres de I'angle PAQ.

3. Donner, en fonction de g, la valeur exacte de l'aire du triangle APQ.
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Seconde

2.5 Exercices

EXERCICE 2.5.
ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle (un pavé)
tel que AB=10, AE=6et BC=38.

1. Calculer les longueurs des segments [HA], [HF],
[HC] et [HB].

2. Calculer le volume des pyramides HABCD et
HBCGF.

3. Réaliser un patron de ces deux pyramides.

EXERCICE 2.6.

\

~N

~N

D,

AN
A\
|
|
|

~N
\ F

ABCDEFGH estun cube. AB =5 cm. Soit I le pied de la hauteur issue de A dans le triangle ABH.

1. Calculer AH, HB et Al
2. Représenter en vraie grandeur le triangle AIC.
3. Démontrer que la mesure en degrés de AIC est 120°.

EXERCICE 2.7.

SABC est un tétraeédre régulier d’aréte a. Calculer en fonction de a :

1. lahauteur SH (on admettra que H est I'intersection des hauteurs de ABC;

2. l'aire du triangle ABC et 'aire totale du tétraedre;

3. le volume du tétraedre.

EXERCICE 2.8.

La figure ci-contre est un patron d'un solide ABCD. Le tri-
angle ADC est rectangle en A et a pour dimensions :

¢« AD=3,5cm;

¢« AC=4cm;

e« AB=3cm.

1. De quel type de solide s’agit-il ?

2. Le dessiner en perspective cavaliere, en mettant la
face ABC en vraie grandeur.

EXERCICE 2.9.

Soit SABCD une pyramide réguliere dont la base est le
carré de coté 2a et dont les faces latérales sont des tri-
angles isoceles d’angles au sommet de mesure 30°. On
désigne respectivement par I, J et H les milieux de [AB],
[CD] et le centre du carré ABCD.

1. Déterminer, en fonction de a, la hauteur SH de cette
pyramide.

2. Réaliser un patron de cette pyramide en prenant
a=5cm.

EXERCICE 2.10.

La grande pyramide de Kheops est a sa base un carré
presque parfait de 5,3 hectares correctement orienté par
rapport au Nord et dont les cotés Nord et Sud sont par-
alleles a 2,5 cm pres. Sa hauteur, a I'origine, était de 146
metres. En utilisant la hauteur et les renseignements four-
nis par le texte ci-dessus, desiner un patron de cette pyra-
mide a I'échelle 1/2600°.

Calculer I'aire d'une des faces de la pyramide.

Comparer le résultat obtenu avec I'aire d'un carré de co6té
la hauteur de la pyramide.

David ROBERT
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2.5 Exercices

Seconde

2.5.2 Démonstrations dans 'espace

EXERCICE 2.11.

SABCD est une pyramide a base carrée. I est le milieu de
[AS] et L est le milieu de [BS].

Démontrer que les droites (/L) et (CD) sont paralleles.

EXERCICE 2.12.

K et L sont les milieux des arétes [EH] et [EF] du par-
allélépipede rectangle ABCDEFGH. Les droites (AK) et
(DH) se coupent en M. Les droites (AL) et (BF) se coupent
en N.

1. Démontrer que K est le milieu de [AM].

2. Démontrer que les droites (KL) et (M N) sont paral-
leles.

EXERCICE 2.13.

ABCDEFGH est un cube. M est un point de I'aréte [AB].
Le plan (GEM) coupe la droite (BC) en N.

Démontrer que les droites (M N) et (EG) sont paralleles.

EXERCICE 2.14.

SABCD est une pyramide de sommet S a base trapézoi-
dale avec (AB) || (CD). M est un point de I'aréte [SC]. Le
plan (ABM) coupe la droite (SD) en N.

Démontrer que les droites (M N) et (DC) sont paralléles.

EXERCICE 2.15.

SABCD est une pyramide de sommet S dont la base
ABCD est un parallélogramme.

Démontrer que les plans (SAB) et (SDC) secoupent selon
la parallele a (AB) passant par S.

EXERCICE 2.16.
ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle.

1. Le quadrilatere BEHC est un rectangle. Que peut-
on en déduire pour les droites (EB) et (HC) ?

2. De facon analogue, que peut-on dire des droites
(AH) et (BG)?

3. Endéduire alors la position relative des plans (AC H)
et (EBG)?
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Seconde 2.5 Exercices

EXERCICE 2.17.

ABCDEF est un prisme droit a base triangulaire. I, L et
K sont les points des arétes [AB], [AC] et [DE] tels que :
AI=%AB; AK=%ACet EL=ED.

Démontrer que le plan (/KL) est parallele au plan (BCF).

EXERCICE 2.18. D
ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle. c
Démontrer que la droite (AC) est parallele au plan (EF H). :
| B
A I
J5 S N 6
" H
P 7
P 7
P e
E F

2.5.3 Sections

EXERCICE 2.19 (Sections planes d’un tétraedre).

Dans chacun des cas présentés sur la figure 2.1 de la présente page, placer les points I et K, puis, a I'aide des pro-
priétés de géométrie dans 'espace vues en Seconde, construire sur le dessin en perspective la trace du plan (IJK) sur le
tétraedre ABCD. On donne : J € [BD] tel que BJ = $BD

FIGURE 2.1 — Sections de I’exercice 2.19
I€[DA]telque DI=1DAetK e [CD] telque CK=1CD Ie[DA]telque DI=3DAetK e[AC] tel que AK = 3 AC

I€[DA] tel que DI = 1DAet K centre de gravité de ABC I € [AD] tel que AT = 1AD et K € [BC] tel que BK = $ BC
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2.5 Exercices

Seconde

EXERCICE 2.20 (Sections planes d'un cube).
Dans chacun des cas présentés sur la figure 2.2 de la présente page, construire sur le dessin en perspective la trace du
plan (IJK) sur le cube ABCDEFGH.On donne: AB=6cm; EI =2 cm; J milieu de [HG].

30

DK =2cm
" !
! |
| F
E |
|
|
|
|
|
|
|
XK
|
|
|
|
5 S
/// D
A B
K=C
H !
! |
| F
E |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
J'_ _______________ K
////D
A B

FIGURE 2.2 — Sections de I'exercice 2.20

KD=1cm
H { G
! I
| F
E I
I
I
|
|
|
|
I
I
I
I
I
I
K
P e b C
/// D
A B
K milieu de [BC]
H { G
! I
| F
E I
I
I
|
|
|
|
I
I
I
I
I
I
i c
/// D
A B
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Seconde 2.5 Exercices

2.5.4 Algorithmique
EXERCICE 2.21. 1. Ecrire un algorithme prenant comme argument la longueur du cété d'un carré et renvoyant son
aire.
2. Ecrire un algorithme prenant comme argument la longueur du c6té d'un carré et renvoyant son périmetre.
3. Ecrire un algorithme prenant comme argument la longueur du coté d’'un carré et renvoyant son aire et son
périmetre.
EXERCICE 2.22. 1. Ecrire un algorithme prenant comme argument la longueur du rayon d’'un cercle et renvoyant son
aire.
2. Ecrire un algorithme prenant comme argument la longueur du rayon d’un cercle et renvoyant son périmeétre.
3. Ecrire un algorithme prenant comme argument la longueur du rayon d’'un cercle et renvoyant son aire et son
périmetre.
4. Refaire les trois questions précédentes en remplacant rayon par diametre.

EXERCICE 2.23. 1. Ecrire un algorithme prenant comme argument la longueur du rayon d’une sphére et renvoyant
son volume.

2. Ecrire un algorithme prenant comme argument la longueur du rayon d’'une sphére et renvoyant I'aire de sa sur-
face.

3. Ecrire un algorithme prenant comme argument la longueur du rayon d’une sphére et renvoyant son volume et
I'aire de sa surface.

4. Refaire les trois questions précédentes en remplacant rayon par diametre.

EXERCICE 2.24. 1. Ecrire un algorithme prenant comme arguments les dimensions d'un rectangle et renvoyant son
aire.

2. Ecrire un algorithme prenant comme arguments les dimensions d’un rectangle et renvoyant son périmetre.
3. Ecrire un algorithme prenant comme arguments les dimensions d'un rectangle et renvoyant son aire et son
périmetre.
EXERCICE 2.25. 1. Ecrire un algorithme prenant comme arguments la longueur du c6té d’'un carré, la longueur du
rayon d'un cercle et renvoyant celui qui a la plus grande surface.

2. Ecrire un algorithme prenant comme arguments la longueur du c6té d'un carré, la longueur du rayon d’un cercle
et renvoyant celui qui a le plus grand périmetre.

3. Ecrire un algorithme prenant comme arguments la longueur du c6té d'un carré, la longueur du rayon d’un cercle
et renvoyant celui qui a la plus grande surface et le plus grand périmeétre.

David ROBERT 31






Nom : A rendre pour le vendredi 22 octobre

Devoir maison n°1

Calculs dans I'espace

EXERCICE. 1. Unbécher de 8 cm de diametre est rempli
d’eau sur une hauteur de 8 cm. On plonge une boule
de 8 cm de diametre dans ce bécher (voir schéma).
A quelle hauteur se trouve alors le niveau d’eau ?

2. Un bécher de 8 cm de diametre et de hauteur 12 cm
est rempli d’eau sur une hauteur de a cm. On plonge
une boule de 8 cm de diamétre dans ce bécher.
Quelle peut étre la plus grande valeur pour a pour
que le bécher ne déborde pas? (On négligera le bec
verseur, en considérant que le bécher est un cylin-
dre).

3. Une boule plongée dans un bécher est tout juste re-
couverte d’eau. Le diameétre de la boule et celui du
bécher mesurent8cm. | ______

A quelle hauteur était le niveau de I'eau avant d'y - > - >
plonger la boule ? w w
4. ARCHIMEDE a travaillé en particulier sur le volume gcm gcm

de la sphere et du cylindre et a demandé a ce que
ces figures soient gravées sur sa tombe. D’apres lui,
« le rapport des volumes d’une spheére et d'un cylin-
dre, si la sphére est tangeante au cylindre par la face
latérale et les deux bases, est égale a 2/3 ».

Vérifier cette assertion.

5. Le patron d'un cylindre est constitué de deux dis-
ques (les bases) et d'un rectangle R qui donne la sur-
face latérale. Déterminer, dans le cas de la sphere et
du cylindre d’ARCHIMEDE, en fonction de r, rayon
de la sphere :

(a) les dimensions du rectangle R puis la surface
totale du cylindre;

(b) lerapport entre la surface de la sphere etla sur-
face du cylindre.
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Nom : Vendredi 15 octobre — 1h00

Devoir surveillé n°2
Fonctions — Géométrie dans I'espace

EXERCICE 2.1 (5 points).

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples (QCM).

Pour chaque question, quatre réponses sont proposées. Une seule des réponses proposées est correcte.

On demande de cocher celle que vous pensez étre correcte sachant qu'une réponse juste rapporte 1 point, une réponse
fausse enléve 0,5 point et qu'une absence de réponse napporte ni n'enleve de point.

On donne le tableau des variations de la fonction f définie sur [-4; 4] :

X -4 -1 0 2 4

1 2
\
f ™~ . 7 0~

-1

1. Comparons f(-2) et f(=3):

O r-2)> f(-3) O r-2)< f-3) O f-2)=f(-3) (3 On ne peut pas savoir
2. Comparons f(-2) et f(3):

3 r-2>ro) O r-2<ro) 3 2 =B 3 On ne peut pas savoir
3. Comparons f(-0,5) et f(1) :

3 f(=0,5)> f(1) 3 f(=0,5) < f(1) 3 f(=0,5)=f(1) ™ onne peut pas savoir
4. Comparons f(3)etl:

3 f@3)>1 3 fB <1 3 f@3 =1 ™ Onne peut pas savoir
5. Comparons f(1)et1:

D f>1 D f<1 D f=1 D On ne peut pas savoir

EXERCICE 2.2 (4 points).
Tracer dans le repere de la figure 2.1 de la présente page la courbe représentative d'une fonction f vérifiant :

o f(=2)=1; « le tableau des variations de f est:
» I'image de O par f est —1;

» I'équation f(x) =2 admet deux solutions: x=1etx=2;
o f(x) apour minimum -2 et pour maximum 3;

X -2 0 1,5 3

f ~. 7

FIGURE 2.1 — Repére de I'exercice 2.2

y
34
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Nom : Vendredi 15 octobre — 1h00

EXERCICE 2.3 (6 points). D

DABC est un tétraeédre régulier d’aréte 6 cm, c’est-a-dire

que toutes ses arétes mesurent 6 cm. I est le milieu de

[AB]. H est le pied de la hauteur issue de D.

On admettra que : c

o H estlintersection des hauteurs du triangle ABC;

« (DH) est perpendiculaire a chacune des hauteurs du tri-
angle ABC.

Onrappelle, a tout hasard, quel'intersection des médianes A

d’un triangle est au % de chaque médiane en partant du 5

sommet.

1. On donne, ci-contre, la face ABC en vraie grandeur.
(a) Que peut-on dire de la droite (CI) pour le triangle C
ABC (justifier) ?

2. (a) Dessiner le triangle CDH en vraie grandeur.

(b) Montrer que DH = 2v/6 cm.
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Nom : Vendredi 5 novembre — 1h00

Devoir surveillé n°3
Géométrie dans I'espace
EXERCICE 3.1 (5 points).

Une piece métallique (en traits pleins) est découpée dans un cube.
Redessiner cette piece en perspective cavaliére de facon a ce que la face grisée soit frontale.

L it i OUUUNNS 5. O O SO PSS St AR SO S )

EXERCICE 3.2 (5 points).
SABCD est une pyramide a base carrée.
I est le point du segment [SB] tel que SI = %SB.
J estle point du segment [SC] tel que SJ = %SC.
Le plan (CDI) coupe la droite (SA) en K.

1. Construire les points I et J.

2. Démontrer que la droite (IJ) est parallele a la droite

(BO).
3. (a) Démontrer que la droite (IK) est parallele a la
droite (AB).
(b) Construire alors K.

4. Que peut-on en déduire pour les plans (IJK) et
(ABC)?

EXERCICE 3.3 (5 points).

Construire sur le dessin en perspective la trace du plan (/JK) sur le cube ABCDEFGH.

On ne demande aucune justification mais on laissera les traits de construction et on indiquera les éventuels parallélismes
utilisés.

H ] G
I
I | v

E |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

LTI T C
-7 K
A B
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Chapitre 3

Expressions algébriques

Sommaire
B R I 2 11 1 T [ 39
3.2 EXercicesetproblemes . . . . ¢ v v v vt v vttt e e e et et e et 39
3.2.1 EXEICICES . . . o vt it e e e e e e e 39
3.2.2 Problemes . . . . . . o e e e 40

3.1 Rappels

Définition 3.1. Développer c’est transformer un produit en une somme. Factoriser c’est transformer une somme en
un produit.

Propriété3.1. Au college, on a obtenu les factorisations et développements suivants :

ka+kb = ............ (a+bh)? = ...
(a+b)(c+d) = .veern.... (a=b? = ...
a-bv> = ...

3.2 Exercices et problemes

3.2.1 Exercices

EXERCICE 3.1.
Indiquer pour chaque expression s’il s’agit d'une somme ou d'un produit :

e A=(x-5)(x+8) e E=(x+3)x+7 e I=(x+3)(x+7) . M:%

« B=x?-1 « F=(x-3)%+1 e J=(x-3)?%-1 e N=(x+3)(x-2)x+1
e C=2x+(x-3)(2x+1) « G=7(x-3) « K=x+1 « O=(x+1)*

« D=x(2+3x) « H=(3x+5)* « L=x*-(@Bx-1)? « P=6ab

EXERCICE 3.2.
Parmi les formules rappelées dans la propriété ci-dessus, lesquelles sont des formules de développement, lesquelles
sont des formules de factorisation ?

EXERCICE 3.3.
Développer puis réduire les expressions suivantes :

« A=(x*+4)(2x-3) e F=x(x+1)(x-3) e K=—(2x+3)2

e B=x+2(x-5)+8(3-2x) e G=(a-b)(a@®>+ab+Db? o« L=(x-2)2

« C=(5-2x)(x-4) o« H=(a+b)® o M=(x+1)2%-x?
e D=(x—4)%+@Bx+1)2 e« I=(a-b)3

o« E=(x—-1)%2-(2x+5)? o« J=—(x=7)
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3.2 Exercices et problemes

Seconde

EXERCICE 3.4.
Factoriser au maximum les expressions suivantes :

e A=x(x—-1)+2x(x-3)

e H=(G5x+1)(-3x+4)+x(10x+2) .

O=x*+4x3+4x>

e B=(x-1?+4(x-1)(x+5) o I=x3-12x% o« P=4x5 %3

e C=x*-(Bx+1)? o J=X—4+(x-2)2x+1) e Q=x"-x°

e D=x(x—4)-5(4—x) o« K=2x-3+(3-2x)? e R=x(x+2)?—-4x(x-1)2

o E=4x>+20x+25 o L=(2a+1)%-(a+6)? « S=(a-b)(b—a)-(2b-a)(b-2a)
e F=x(x-1)—(x+5)x e M=(2x-3)1-x)-3x-D(x+2) « T=a*-b*

e G=(x+5°2%-02x+7)2 .

3.2.2 Problemes

PROBLEME 3.1.
Montrer que le somme du produit de trois entiers consé-
cutifs n—1, net n+1 et de'entier n est le cube d'un entier.

PROBLEME 3.2.

Choisir un nombre entier, élever le nombre suivant et le
nombre précédant cet entier au carré, puis faire la dif-
férence de ces deux carrés : on obtient un multiple du
nombre choisi. Pourquoi ?

PROBLEME 3.3.

Choisir quatre nombres entiers consécutifs, puis faire le
produit du plus petit et du plus grand, puis faire le pro-
duit des deux nombres. Que remarque-t-on? Est-ce tou-
jours vrai? Le démontrer.

PROBLEME 3.4.
Ondonne: a®+ b? +c% =1.
Que vaut a* + (ab + ¢)® + (ac - b)*?

PROBLEME 3.5.
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = 2x* + x +3.

1. Calculer les valeurs exactes des images par f de:
. 0; . -2; « 1+V3;
o 1; . V2; « 2-1/5.

2. Déterminer le (ou les) antécédents(s) de 3 par f.

PROBLEME 3.6.
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 2x* — 5x + 3.
Déterminer par le calcul les antécédents, par f, de 3.

PROBLEME 3.7.
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) =4x>—4x+1. On
cherche a résoudre, par le calcul, 'équation f(x) =9.

1. Factoriser f(x).
2. En déduire les antécédents éventuels, par f, de 9.

PROBLEME 3.8.
Soit f et g les fonctions définies sur R par, respective-
ment, f(x) = x2—1et glx) = —x2+2. Résoudre par le calcul
I'équation f(x) = g(x).
PROBLEME 3.9.
On considere les fonctions f et g définies sur Rpar: f(x) =
x3 et g(x) = 3x — 2. On cherche a résoudre, par le calcul,
I'équation f(x) = g(x).

1. Développer (x — 12 (x+2).

2. En déduire les solutions de I'équation x> —3x+2 = 0.

3. En déduire les solutions de I'équation f(x) = g(x).

40

N=x-1)2%+2(x2-1)

PROBLEME 3.10.

On considere la fonction f définie pour tout x € R par :
f(x) = x(x—2). On cherche a trouver, par le calcul, le min-
imum de f(x).

1. Démontrer que f(x) = (x—1)?—1.
2. En déduire le minimum de f(x).

PROBLEME 3.11.

Soit x un nombre strictement compris entre 0 et 10. Cal-
culer le périmetre de la figure grisée en fonction du nom-
bre x. Que constate-t-on?

PROBLEME 3.12.
Soit x un nombre strictement compris entre 0 et 10. Cal-
culer I'aire de la surface grisée en fonction de x.

— G
7

PROBLEME 3.13.

Oscar et Alix doivent tracer sur la plage un circuit de kart-
ing. Ils souhaitent construire un circuit en forme de 8 et
disposent de 80 metres de plage. Sur la figure ci-dessous
sont tracés leurs modeles respectifs, composés chacun de
deux cercles tangeants. De ces deux circuits, lequel est le
plus long?

80m
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Seconde

3.2 Exercices et problemes

PROBLEME 3.14.

ABCD est un carré. Pour construire E et F, on a tracé un
quart de cercle de centre D passant par B. On a également
tracé un quart de cercle de centre B passant par A.

1. Montrer que l'aire de la surface blanche intérieure
au secteur DEF est égale a l'aire de la surface verte.

2. Laire de la surface verte est-elle plus grande ou plus
petite que les trois quarts de l'aire du carré ABCD?

D C F

E

PROBLEME 3.15.

ABCD est un carré de coté 6 cm et E est le milieu du coté
[BC]. I est un point quelconque du segment [AB] distinct
de A et de B. On note Al = x (en cm). ¥ est le cercle de
centre I qui passe par A. I est le cercle de diameétre [BC].

D C

PROBLEME 3.16.

Sur les cotés d'un carré ABCD de c6té 4, on place les
points M, N, P, Q, R, S, T et U comme indiqué sur le
dessin, o 0 < x < 2. On note &/ (x) I'aire du domaine grisé.

- X > - X >

A M N B
A
X
v E F

U P

H G

p T Q
X
¥

D S R C

1. Montrer par un raisonnement géométrique que
&/ (x) peut s’écrire sous I'une des formes suivantes :
o (x) =4x* + (4-2x)% ou o/ (x) = 16 — 4x(4 — 2x).

David ROBERT
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. Montrer que 'on a aussi : < (x) = 8x* — 16x + 16.

3. En utilisant la forme la plus adaptée, calculer </ (2)
puis &/ (V3).

4. (a) Montrer que: o/ (x) =8(x—1)%>+8.

(b) En déduire que I'aire o/ (x) est minimale pour
x=1.

5. (a) Montrer que : &/ (x) = (2x—1)(4x—6) + 10.

(b) En utilisant 'expression précédente de < (x),
déterminer les valeurs de x telles que l'aire
o/ (x) soit égale a 10.

PROBLEME 3.17.

Les maitres nageurs d’'une plage disposent d'un cordon
flottant d'une longueur de 400 m avec lequel ils délimitent
la zone de baignade surveillée, de forme rectangulaire.

Le probléme est de déterminer les dimensions de ce rect-
angle pour que l'aire de baignade soit maximale.

On appelle x lalargeur du rectangle et y sa longueur.

«-—Yc_

zone de baignade

«~ — = — >

plage

1. Expression de 'aire de la zone de baignade .

(a) Calculer 'aide de la zone de baignade lorsque
x =50 m et lorsque x = 100 m.

(b) Quelles sont les valeurs posibles pour x ?

(c) Sachant que la longueur du cordon est de 400
m, exprimer y en fonction de x.

(d) Exprimer, en fonction de x, I'aire «/(x) de la
zone de baignade. Sur quel intervalle cette
fonction est-elle définie ?

2. Recherche graphique de I'aire maximale.

(a) Représenter dans un repere aux unités bien
choisies la courbe de «.

(b) Pour quelle(s) valeur(s) de x, I'aire semble-t-
elle maximale ?

3. Recherche par le calcul de I'aire maximale.
(a) Démontrer que pour tout x € [0;400], < (x)
peut s’écrire sous la forme :

o/ (x) = 20000 — 2(x — 100)*

(b) Peut-on obtenir une aire de 22 000 m? ? Justifer.

(¢) Quelle estI'aire maximale qu’on peut obtenir ?
Quelles sont alors les dimensions du rectan-
gle?
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Nom : Vendredi 19 novembre — 1h30

Devoir surveillé n°4
Expressions algébriques

EXERCICE 4.1 (3 points).

Développer puis réduire les expressions suivantes :
o A=(2x+1)?;

« B=@2-x?;

e C=(2-3x)(x—-1).

EXERCICE 4.2 (3 points).

Factoriser le plus possible les expressions suivantes :
¢« A= (x+1D?—(x+3)%;

¢« B=(x-1?+(x-D@x+1);

¢« C=(x+D2x+3)+x>-1.

EXERCICE 4.3 (3 points).
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x* +2x+5.
1. Montrer que f(x) = (x+ 1)2+4.

2. En déduire le minimum de f(x) et préciser en quelle(s) valeur(s) ce minimum est atteint.

EXERCICE 4.4 (3 points).
Ecrire, en language d’algobox, un algorithme qui prend comme arguments les dimensions d’un rectangle et renvoyant
son périmetre et son aire.

EXERCICE 4.5 (8 points).
ABCD estun carré de coté 8cm. N est le point de [AD] tel que DN =6,5cm. M est un point de [AB] tel que AM = x.
Lobjectif de I'exercice est de trouver s'il existe un (ou plusieurs) x tel que le triangle CM N soit rectangle en M.

D C
N
A X B

1. (a) Montrer que CN? =106, 25.

(b) Montrer que MN? = x% +2,25.

(c) Montrer que MC? = (8 — x) + 64.

(d) En déduire que le triangle CM N est rectangle si et seulement si 2x? — 16x +24 = 0.
2. (a) Montrer que 2x°> —16x+24 =2(x—6)(x —2).

(b) En déduire le (ou les) x tel que le triangle CM N soit rectangle en M.
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Chapitre 4
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4.1 Repere d’'une droite

Définition 4.1. Soit d une droite, O et I deux points distincts de cette droite, alors (O, I) est appelé repere de la droite
d;

Remarque. O est appelé origine du repere et OI est appelé unité du repere.

Propriété4.1. Soit d une droite munie du repere (O, I), alors tout point M de la droite est associé a un unique nombre
x défini par :

«x=%siMeloD;

o X= —%—IIVI sinon.

X est appelé abscisse de M.

On l'admettra.

Exemple. Sur la droite d ci-dessous, les points O et I sont distincts donc (O, I) est un repére de d.
M e [O]) est tel que OM =401 donc son abscisse est 4.
N ¢ [O]) est tel que ON = 1,501 donc son abscisse est —1,5.
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4.2 Repere d'un plan Seconde

4.2 Repere d’'un plan

4.2.1 Définitions

Définition 4.2. Soit P un plan, O, I et ] trois points non alignés de ce plan, alors (O, I, J) est appelé repere du plan.

Remarque. O est appelée origine du repere et les droites (OI) et (OJ) sont appelées axes du repére.

Soit P un plan muni du repére (O, 1, J), alors, pour tout point M du plan, il existe deux uniques points My et M), tels que
My € (OI), My € (O)) et OM,;MM,, parallélogramme (on 'admettra).

On note x I'abscisse de My sur la droite (OI) munie du repere (O, ) et y I'abscisse de My, sur la droite (OJ) munie du
repere (O, ).

On a alors :

Propriété 4.2. Soit P un plan muni d'un repere (O, 1, ]), alors tout point M de ce plan est associé a un unique couple
(x; y), défini ci-dessus, appelé coordonnées de M.
X est appelé abscisse de M et y est appelé ordonnée de M.

On 'admettra.

Exemple. Sur le schéma ci-dessus, x = 3,125 et y = 1,5 donc les coordonnées de M sont (3,125; 1,5).
Labscisse de M est 3,125, 'ordonnée de M est 1,5.

4.2.2 Types de reperes

Définition 4.3. Soit P un plan muni d'un repeére (O, I, ]).

« Sile triangle OIJ est quelconque, le repére est dit guelconque.

« Sile triangle OI]J est rectangle en O, le repére est dit orthogonal.

« Sile triangle OI]J estisocele en O, le repére est dit normeé.

« Sile triangle OI]J est rectangle et isocéle en O, le repere est dit orthonormeé.

Repére orthogonal Repére normé Repeére orthonormé
J
J ]
4 [ ]
o I o I o] I
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Seconde 4.2 Repere d'un plan

4.2.3 Coordonnées du milieu d’'un segment

ACTIVITE 4.1.
Sur le schéma ci-dessous :

1. Placer les points M(3;1), N(-1;1,5), P(-2;-1) et Q(3;-1);

2. Donner graphiquement les coordonnées des points A, B, C et D;

3. En faisant quelques essais, conjecturer le lien existant entre les coordonnées de deux points et les coordonnées
du milieu de ces deux points.

Propriété 4.3. Soit P un plan muni d’'un repére quelconque.
Soit A(x4;y4) et B(xp; yB) et I(xr; y1) milieu de [AB].
Alors

O %7 = coooooooo ® YI=.ieiiinnn

Preuve. La preuve sera faite en classe a partir de cette figure :
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4.3 Exercices et problemes Seconde

4.2.4 Distance entre deux points dans un repéere orthonormé

Propriété 4.4. Soit P un plan muni d’'un repére orthonormé.
Soient A et B deux points du plan P de coordonnées respectives (xa; ya) et (xB; ¥B).
Alors la distance AB est donnée par :

AB = \/(xB —x4)%+ (¥ — ya)?

Preuve. La preuve sera faite en classe a partir de cette figure :

4.3 Exercices et problemes

4.3.1 Repere donné
EXERCICE 4.1.
Sur le schéma ci-dessous :
1. Placer les points M(2;1), N(-1,5;1), P(-2;-1) et Q(1,5;—-1);
2. Donner graphiquement les coordonnées des points A, B, C et D;
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Seconde

4.3 Exercices et problemes

EXERCICE 4.2.

Le quadrilatere ABCD donné ci-contre est un losange de
centre O.

Dans chacun des cas ci-dessous, dire de quel type est le
repere et donner les coordonnées de tous les points dans
ce repere.

* (A4, D,B)
* (0,C,B)

* (0,B,0)
« (D,C0)

EXERCICE 4.3.

Le plan est muni d'un repére orthonormé.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature du tri-
angle ABC.

1. A(-4;-1),B(4;-2) et C(-2;2)
2. A(=5;0), B(3;-4) et C(2;4)
3. A(0;0), B(4;2v3) et C(~1;3V3)

EXERCICE 4.4.
Dans le repere orthonormé (O, 1,]), on donne A(-1;2),
B(-3;-1)etC(5;-2).

1. Quelle est la nature du triangle ABC?
2. Montrer que :
(a) Le périmetre p de ABC vaut v13(3+v/5);

(b) Laire a de ABC est un nombre entier.

'Bq&

EXERCICE 4.5.
Dans le repere orthonormé (O,1,J), on donne A(1;1),
B(4;5) et C(10; 8).

1. Déterminer les longueurs AB, AC et BC.
2. Que peut-on en déduire pour les points A, Bet C?

EXERCICE 4.6.

Le plan est muni d'un repére quelconque.
On donne les points A(2; 3) et I (—4; 1).
On sait que I est le milieu de [AB].
Déterminer les coordonnées de B.

David ROBERT

EXERCICE 4.7.

Dans le repére orthonormé (O, I, J), A a pour coordonnées
(4; 0) et le triangle OAB est équilatéral.

Démontrer que B a pour coordonnées (2; 2V3).

~~

EXERCICE 4.8.
Dans le repere orthonormé (O, I, J), on a tracé le cercle €
de centre O et de rayon 3.

1. Aestle point de € d’abscisse 2.
Déterminer I'ordonnée de A.

2. Pour chacun des points suivants, déterminer, par le
calcul, s'il est sur le cercle € et, sinon, s’il est sur le
disque délimité par €.

e B(-1;-2,8) « C(2,5;-1,77 « D(-1,5;2,5)

EXERCICE 4.9.
Sur le schéma ci-contre :
1. Placer les points A(1;2), B(3;1,5), C(4;0,5) et
D(2;0);
2. Montrer que le quadrilatére ABCD est un parallélo-
gramme.
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4.3 Exercices et problemes

Seconde

EXERCICE 4.10.

Le plan est muni d'un repére orthonormé.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature du
quadrilatere ABCD :

1. A(1;0),B(1;3),C(2;3)et D(3;1);
2. A(1;2),B(4;7),C(1;6)etD(-2;1);
3. A(1;0),B(0;2),C(4;4) etD(5;2);
4. A(-4;-1),B(4;-2),C(8;5) et D(0;6);
5. A(0;-2),B(3;-1),C(2;2) et D(-1;1).
EXERCICE 4.11.
Le plan est muni d'un repére orthonormé.
On donne les points A(-3;—4), B(3;2), C(7;-2) et
D(1; -8).
1. Montrer que :
(a) [AC] et [BD] ont méme milieu;
(b) AC=BD.
2. (a) Quelle estlanature du quadrilatere ABCD?
(b) Calculer le rayon du cercle circonscrit a ce
quadrilatere.

EXERCICE 4.12.
Le plan est muni d'un repére quelconque.
On donne les points A(—5;3), B(—4; 1) et C(1; —4).
1. Déterminer les coordonnées de I, milieu de [AC].

2. Déterminer les coordonnées de D tel que ABCD soit
un parallélogramme.

4.3.2 Repere a choisir

EXERCICE 4.13.
ABCD est un parallélogramme, I est le milieu de [AD], E
est le symétrique de B par rapporta I.

1. Faire une figure.
2. Choisir un repére et montrer que D est le milieu de
[EC]

EXERCICE 4.14.

ABCD est un rectangle tel que AB=8cm et AD =5cm.
J estle point de [AD] tel que AJ =3 cm.

M estle point de [AB] tel que AM =3 cm.

1. Faire une figure.
2. Choisir un repére et déterminer la nature du triangle
MjJC.

EXERCICE 4.15.
BOIS estun carré de coté 12 cm.
P est le milieu de [BS] et N est le point de [BO] tel que
BN =3cm.
1. Faire une figure.
2. Choisir un repere et déterminer sile triangle PIN est
rectangle.
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EXERCICE 4.16.
ABCD est un carré de co6té 4 cm.
E et F sont les milieux respectifs de [AB] et [OD].

1. Faire une figure.

2. Choisir un repere et démontrer que le triangle CFE
est rectangle et isocele.

4.3.3 Algorithmique

EXERCICE 4.17.
Que fait 'algorithme suivant ?

VARIABLES
a, b, c, d, e, f :
DEBUT
Saisir a
Saisir b
Saisir c
Saisir d
e prend la valeur (at+c)/2
f prend la valeur (b+d)/2
Afficher e
Afficher f
FIN

nombres

EXERCICE 4.18.

Ecrire un algorithme prenant comme arguments les coor-
données de deux points et retournant la distance entre ces
deux points dans un repére orthonormé.

EXERCICE 4.19.

Ecrire un algorithme prenant comme arguments les coor-
données de trois points A, B et C et dessinant le triangle
ABC dans un repere.

EXERCICE 4.20.

Ecrire un algorithme prenant comme arguments les coor-
données de trois points A, B et C, calculant les coordon-
nées du point D tel que ABCD est un parallélogramme et
dessinant ABCD dans un repeére.

EXERCICE 4.21.

Ecrire un algorithme prenant comme argument les co-
ordonnées de trois points A, B et C dans un repeére or-
thonormé

1. etindiquant sile triangle est isoéle.

2. etindiquant sile triangle est équilatéral.
3. etindiquant sile triangle est rectangle.
4

. etindiquant la nature du triangle.
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Nom :

A rendre pour le vendredi 10 décembre

Devoir maison n°2
Repérage

EXERCICE.

Sur la figure ci-dessous, ABCD est un carré de coté 4 cm.

CED et CFB sont deux triangles équilatéraux.

On se place dans le repere (A,1,]) telque AI=1cmet AJ=1cm.

1. Quelle est la nature du repére choisi?

2. Quelles sont les coordonnées de A, B, Cet D?

3. Justifier que E a pour coordonnées (2; 4 +2v/3).

4. Quelles sont les coordonnées de F ?
5. (a) Calculer AF, AE et EF.

(b) Que peut-on en déduire?

E
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
D |
G
F ____________
]_.
A I

David ROBERT
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Nom :

Vendredi 17 décembre — 1h00

Devoir surveillé n°5
Repérage

EXERCICE 5.1 (6 points).

Le plan est muni d'un repeére quelconque (O, I, J) comme indiqué sur la figure 5.1 de la présente page.

1. Sans justifier, lire les coordonnées des points A, B, C et D.

2. Ondonne: M(-1;1), N(1,5;2), P(-0,5; -2) et Q(2; —1)
(a) Placer les points dans le repere.

(b) Montrer que le quadrilatéere M NQP est un parallélogramme.

FIGURE 5.1 - Figure de I'exercice 5.1

Tl . HEN . Tl . HEl

EXERCICE 5.2 (3 points).
Que fait 'algorithme suivant?

VARIABLES

x_A, y_A, x B, y_.B, x.C, y_.C, a, b, c:
DEBUT

Lire x_A, y_A, x B, y_B, x_C, y_C

Tl . B . Al

e

nombres

c prend la valeur RACINE((x_B-x_A)~2+(y_B-y_A)"2)
b prend la valeur RACINE((x_C-x_A)"2+(y_C-y_A)"2)
a prend la valeur RACINE((x_B-x_C)~2+(y_B-y_C)~2)

Si (a=b et b=c)
alors afficher le message "Il 1l’est"
sinon
FIN

afficher le message "I1 ne 1l’est pas

EXERCICE 5.3 (4 points).

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, I, J).
Ondonne: A(2;1),B(1;-1) et C(0;2).
Déterminer la nature du triangle ABC.

David ROBERT
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Nom : Vendredi 17 décembre — 1h00

EXERCICE 5.4 (7 points).

ABCD est un parallélogramme de centre (de symétrie) O, comme indiqué sur la figure 5.2 de la présente page.
I est le milieu de [OC].

A’ est le symétrique de A par rapport a D.

O’ est le symétrique de O par rapport a B.

1. Construire I, A’ et O’ sur la figure 5.2.

2. On se place dans le repere (A, B, D).
Onadonc A(0;0), B(1;0),C(0;1)etD(1;1)

(a) Montrer par le calcul que O a pour coordonnées (% ; %)

(b) Calculer les coordonnées de I.

(c) Que représente D pour le segment [AA’] 2 En déduire, par le calcul, les coordonnées de A’
(d) Que représente B pour le segment [OO'] 2 En déduire, par le calcul, les coordonnées de O'.

(e) Que peut-on dire de A’, I et O'. Justifier.

FIGURE 5.2 - Figure de I'exercice 5.4
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Chapitre 5

Statistiques
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5.1 Vocabulaire

Définition 5.1. Une série statistique est un ensemble d’observations collectées et on a les définitions suivantes :

Population : C'est 'ensemble sur lequel porte une étude statistique ;

Individu : C’est un élément de la population;;

Caractere: C'est ce qu’on observe chez l'individu;;

Modalité : Ce sont les différentes valeurs prises par le caractere ;

La série statistique est dite quantitative quand les modalités sont des nombres et qualitative sinon;

Dans le cas d'une série quantitative, celle-ci est dite discrete si les modalités sont limitées a un ensemble fini de
valeurs et continue siles modalités peuvent prendre n'importe quelle valeur dans un intervalle.

Exemples. « On peuts’intéresser a une classe (population), comportant des éléves (individus) et observer leur nombre

de freres et sceurs (caractere) qui peuvent étre 0, 1, 2, ... (modalités), ces données formant alors une série statistique
quantitative discrete.

On peut s'intéresser a une chaine d'usine produisant des bras de suspension pour voiture (population), et observer
sur chaque piece (individu) ses dimensions exactes (caractere) qui peuvent varier entre 500 et 750 mm (modalités),
ces données formant alors une série statistique quantitative continue.

On peut s’intéresser a la population francaise (population dont on prendra un échantillon) comportant des individus
(individus) et estimer leur intention de vote (caractére) pouvant étre n'importe lequel des candidats se présentant
(modalités), ces données formant alors une série statistique qualitative.
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5.2 Mesures centrales Seconde

Définition 5.2. On a aussi:

« Effectif d’'une valeur : C’est le nombre de fois que la valeur d'un caractere (la modalité) revient dans la série;

« Fréquence d’'une valeur : C’est I'effectif de la modalité divisé par I'effectif total; elle est comprise entre 0 et 1.

« Classes de valeurs : s'il y a trop de valeurs différentes, elles sont rangées par classe (intervalle), I'effectif de la classe
étant alors le nombre de modalités appartenant a cet intervalle.

5.2 Mesures centrales

Elles visent a résumer la série par une seule valeur qu'on espére représentative de toutes les valeurs de la série.

5.2.1 Mode

Définition 5.3 (Mode). Le mode d’'une série statistique est la donnée la plus fréquente de la série.

Remarques. » S'ily a plusieurs données arrivant a égalité, il y a plusieurs modes.
« Siles données sont rangées en classe, on parle de classe modale.
» Le mode est défini aussi bien pour les séries quantitatives que qualitatives.

5.2.2 Moyenne arithmétique

Définition 5.4 (Moyenne arithmétique). La moyenne arithmétique d'une série statistique quantitative S =
{x1,x2,...,x,} est le nombre, souvent noté x :
X1+X2+...+Xp

x=
n

Remarques. » La somme de toutes les valeurs de la série est inchangée si on remplace chaque valeur par X.
e On note parfois x; + x2 +...+ X, = Z;?ZI X;

o Sila série S comporte n données selon p modalités x1, x2,..., x, d’effectifs respectifs (ou de fréquences respectives)
nix +n2x2+...+npxp

ny, ng, ..., Np, alors x = T,
—_—

effectif total
La moyenne a des avantages calculatoires : si 'on connait les moyennes et les effectifs de deux séries (ou deux sous-
séries), on peut obtenir la moyenne de la série constituée 1'agrégation de ces deux séries. Elle a le défaut d’étre tres
sensible aux valeurs extrémes.

5.2.3 Médiane

Définition 5.5 (Médiane). On appelle médiane d'une série statistique quantitative tout nombre m tel que :
« lamoitié au moins des valeurs de la série est inférieure a m
« la moitié au moins des valeurs de la série est supérieure a m

Remarques. « Rappel : mathématiquement « inférieur » et « supérieur » signifient, en francais, « inférieur ou égal » et
«supérieur ou égal ».

» On admettra qu'un tel nombre existe toujours.

« Plusieurs valeurs peuvent parfois convenir pour la médiane.

» Lamédiane partage la série en deux sous-séries ayant quasiment le méme effectif; quasiment car si plusieurs valeurs
de la série sont égales a la médiane, les données inférieures a la médiane et les données supérieures a la médiane ne
seront pas forcément en nombre égal.

o Ilfaut comprendre la médiane comme «la valeur du milieu ».

Propriété 5.1. Soit une série statistique quantitative comportant n données : S = {X1, X2, ..., Xi,..., X5} telles que x; <
X2 <...= Xp.
. . . ieme ,,, L. P
 Sin estimpair, le "T“ élément de la série est la médiane : m = X nt1
2

5 9 . ie ieme ;. P 59:
« Si n est pair, tout nombre compris entre le 2" et le (5 +1)" élément de la série est une médiane. On prend
i C.20))

généralement m = 5

On a aussi:

Propriété 5.2. Soit une série statistique quantitative comportant n données : S = {X1, X2, ..., Xi,..., X} telles que x; <
X2 <...< Xy. Alors la donnée de rang E (% n) + 1 convient toujours comme médiane.
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Seconde 5.3 Mesures de dispersion

Remarque. E(x) estla partie entiére de x, c’est-a-dire, pour un nombre positif, le nombre sans sa partie décimale. Par
exemple E(2,7)=2et E(3) =

La médiane a 'avantage de ne pas étre influencée par les valeurs extrémes. Elle n’a aucun avantage pratique dans les
calculs, puisque pour connaitre la médiane d'une série constituée de ’agrégation de deux séries, il faut nécessairement
re-ordonner la nouvelle série pour trouver sa médiane, qui n’aura pas de lien avec les deux médianes des deux séries
initiales.

5.3 Mesures de dispersion
Elles visent a indiquer comment les données de la série statistique sont dispersées par rapport aux mesures centrales.

5.3.1 Valeurs extrémes

Définition 5.6. Les valeurs extrémes d’'une série sont ses valeurs minimale et maximale et I’étendue est la différence
entre les valeurs extrémes de la série.

5.3.2 Quartiles et déciles

Définition 5.7. Soit S une série statistique quantitative.
« On appelle premier quartile, noté Q;, tout réel tel que
- au moins 25% des valeurs de la série ont une valeur inférieure ou égale a Q;
- aumoins 75% des valeurs de la série ont une valeur supérieure ou égale a Q;
« On appelle deuxieme quartile ou médiane, noté m (ou parfois Q2), tout réel tel que
- au moins 50% des valeurs de la série ont une valeur inférieure ou égale a m
- au moins 50% des valeurs de la série ont une valeur supérieure ou égale a m
« On appelle troisieme quartile, noté Qs, tout réel tel que
- au moins 75% des valeurs de la série ont une valeur inférieure ou égale a Q3
- aumoins 25% des valeurs de la série ont une valeur supérieure ou égale a Q3

De la méme maniere qu’'on a défini les quartiles, on peut définir les déciles : ce sont les 9 nombres qui partagent la série
en dixiemes (comme les trois quartiles partagent la série en quarts).
On s’intéressera a deux d’entre eux :

Définition 5.8. Soit S une série statistique quantitative.
« On appelle premier décile, noté D, tout réel tel que
- au moins 10% des valeurs de la série ont une valeur inférieure ou égale a D,
- au moins 90% des valeurs de la série ont une valeur supérieure ou égale a D
o On appelle neuvieme décile, noté Dg, tout réel tel que
- au moins 90% des valeurs de la série ont une valeur inférieure ou égale a Dqg
- au moins 10% des valeurs de la série ont une valeur supérieure ou égale a Dg

Définition 5.9. Soit une série statistique quantitative comportant n données : S = {x1, x2,..., X;,..., X} telles que
X1 < X2 <...< Xp.On appelle

o étendue de la série la différence e = x, — x; (différence entre les termes extrémes de la série) ;

o écartinterquartilela différence Q3 — Qg ;

« intervalle interquartile'intervalle [Q;; Qs].

o écart interdécilela différence Dg — D ;

« intervalle interdécile!'intervalle [D; ; Dg].

Remarque. Toutes ces mesures statistiques sont dans la méme unité que les valeurs de la série.
Comme pour la médiane, selon le nombre 7 de données dans la série, il y a parfois plusieurs possibilités pour Q; et Q3

et parfois une seule, selon que n est ou n’'est pas multiple de 4, ce qui peut compliquer leur recherche.
Heureusement, une formule permet de trouver une valeur convenable dans tous les cas :

Théoreme 5.3. Soit une série statistique quantitative comportant n données: S = {x1, X2, ..., Xi,..., Xn} telles que x; <
X2 <...=< Xp.

o LadonnéederangE ( n) + 1 convient toujours comme premier décile.

« Ladonnée derangE ( n) + 1 convient toujours comme premier quartile.

« La donnée de rang E (3 n) + 1 convient toujours comme troisieme quartile.
« La donnée de rang E (< n) + 1 convient toujours comme neuvieme décile.

ot E(x) est la partie entiere de x.

N

Elw-hlw

/
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On 'admettra.

Exemple 5.1. S’il y a n =29 données dans la série, rangées dans |'ordre croissant :

« E (1—10 X 29) +1=E(2,9)+1=2+1=3doncla troisieme donnée de la série convient comme premier décile;

e E (% X 29) +1=E(7,25)+1=7+1=8donc la huititme donnée de la série convient comme premier quartile;

e E (% X 29) +1=E(14,5)+1=14+1 =15 donc la quinzieme donnée de la série convient comme médiane;

« E (% X 29) +1=E(@21,75) +1 = 21+ 1 = 22 donc la vingt-deuxieme donnée de la série convient comme troisieme
quartile;

e E (% X 29) +1=E(26,1)+1=26+1 =27 donc la vingt-septiéme donnée de la série convient comme neuviéme décile
quartile.

Propriété 5.4. Soit une série statistique quantitative comportant n données : S = {x1,x2,...,X;,...,Xp} avec n = 5.
On ne change les déciles, les quartiles et la médiane si on remplace x; par w'importe quel nombre de Uintervalle]—oo; x;]
et x,, par wimporte quel nombre de lUintervalle [x,, ; +ool.

Preuve. Comme on ne change pasle nombre de valeurs de la série, il y en aura toujours autant inférieures et supérieures
éDlrermr Q?) eth' <>

5.4 Représentations graphiques

5.4.1 Diagramme a batons, histogramme

Si les données sont regroupées en classes (intervalles), la série peut-étre représentée par un histogramme ot chaque
rectangle a son aire proportionnelle a I'effectif (ou a la fréquence) de la classe.
Ainsi si on considere la série :

x (0|1 (234|567 |8 |9 (10|11 |12 (13|14 | 15|16 |17 | 18 | 19 | 20
ni|3(5|6(5|6|7|7]10|13|20|25|21 |23 |12 (105 | 7 |5 |3 |21

Et la méme regroupée en classe :

x; | [0;5[ | [5;10[ | [10; 15[ | [15;20]
n; 25 57 91 23

On obtient les diagrammes en batons (figure 5.1) et histogramme (figure 5.2).

FIGURE 5.1 — Diagramme en batons

20+

15+

01 234056 7 8 910111213 14151617 18 19 20

FIGURE 5.2 — Histogramme
100

T

751

50—+

25

| | | | | | | | |
0123456 7 8 9 10111213 1415 16 17 18 19 20
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Seconde 5.4 Représentations graphiques

5.4.2 Diagramme en boite

On peut représenter graphiquement les valeurs extrémes, les quartiles et la médiane par un diagramme en boite, appelé

aussi boite a moustaches, congu de la maniéere suivante :

« au centre une boite allant du premier au troisieme quartile, séparée en deux par la médiane;

« de chaque c6té une moustache allant du minimum au premier quartile pour I'une, et du troisieme quartile au maxi-
mum pour l'autre.

—]

min

E—

|
Q: m Qs

Y ! ! ! ! ! ! !
] I 1 T I

| | | | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Ces diagrammes permettent une interprétation visuelle et rapide de la dispersion des séries statistiques. IIs permettent
également d’apprécier des différences entre des séries (lorsqu’elles ont des ordres de grandeurs comparables).

Remarques. » Lahauteur des boites est arbitraire (on les fait parfois proportionnelles a I'effectif total de la série).

» Laboite contient les 50% des données centrales.

« On coupe parfois les moustaches de part et d’autre a la hauteur du premier et neuvieme décile ; on fait alors apparaitre
les minimum et maximum par un point.

5.4.3 Autres représentations

Les séries statistiques peuvent aussi étre représentées en diagrammes circulaires, semi-circulaires, rectangulaires, etc.
Laire de chaque modalité devra étre proportionnelle a I'effectif de cette modalité. Les fréquences permettent d’obtenir
assez facilement la part du diagramme qui devra étre consacrée a chaque modalité.

Ainsi si on considere la série suivante :

x; | Blonds | Bruns | Chatains | Roux

n; 25 57 91 23
On a alors:

Xi Blonds Bruns Chatains Roux Total

n; 29 57 91 23 200

29
Fréquence f; ﬁ =0,145 0,285 0,455 0,115 1
Part d'un diagramme 0,145x360 =52,2° | 102,6° | 163,8° 41,4° | 360°
circulaire
Part d'un diagramme 0,145x180=26,1° | 51,3° 81,9° 20,7° | 180°
semi-circulaire

Part d'un rectangle de 10 cm 0,145x10=1,45cm | 2,85cm 4,55 cm 1,15cm | 10cm

On obtient les diagrammes des figures ci-dessous.

Blonds

Roux Blonds

Blonds Bruns Chatains Roux
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5.5 Série regroupée en classes

Lors d'une enquéte portant sur 1 300 personnes, on a demandé le temps passé par jour devant le téléviseur. Les données
relevées ont été regroupées par classe car les 1300 données sont en trop grand nombre pour étre manipulées toutes
ensembles. On a obtenu le tableau suivant :

Temps (h) | [0;1[ | [1;2[ | [2;3[ | [3;4[ | [4;5[ | [5;6[ | [6;7]
Effectif 170 309 432 221 103 41 24

Les 1300 données ne sont alors plus accessibles dans le détail. Peut-on malgré tout obtenir de ce tableau les parameétres
statistiques de la série (valeurs extrémes, moyenne, médiane, etc.) ou, au moins, des valeurs approchées ?

5.5.1 Valeurs extrémes

1. Peut-on obtenir les valeurs minimale et maximale de la série ? Si oui les donner. Sinon donner une valeur (la plus
grande possible) dont on est stir qu’elle est plus petite que toutes les données de la série et une valeur (la plus
petite possible) dont on est stir qu’elle est plus grande que toutes les données de la série.

2. Peut-on obtenir I'étendue de la série ? Si oui la donner. Sinon donner I'étendue maximale que peut avoir la série.

5.5.2 Moyenne

1. Expliquer pourquoi on ne peut pas calculer la moyenne exacte du temps passé par jour devant la télévision.

2. Pour obtenir une valeur approchée de la moyenne, on considére que toutes les données d’une classe sont égales
au centre de la classe.
Ainsi, par exemple, nous considérerons que les 170 données de la classe [0; 1] sont égales a % =0,5.
Compléter alors le tableau suivant et en déduire une valeur approchée de la moyenne :

Temps (h) (0;10 | [1;2[ | [2;3[ | [3;4[ | [4;5[ | [5;6[ | [6;7]
Centre de la classe
Effectif 170 309 432 221 103 41 24

5.5.3 Médiane

1. Quel est le rang de la médiane de cette série ?

2. Expliquer pourquoi on ne peut pas savoir le temps médian exact (la médiane exacte de cette série) passé par jour
devant la télévision.

3. Compléter le tableau suivant :

Temps passé devant la
télévision inférieur a
Effectif

Les effectifs obtenus dans la seconde ligne du tableau sont appelés effectifs cumulés croissants.
Reporter les dans le tableau ci-dessous.

1h | 2h | 3h | 4h | 5h | 6h | 7h

Temps passé devant la
télévision inférieur a
Effectif 170 | 309 | 432 | 221 | 103 | 41 | 24
Effectifs cumulés crois-
sants

lh | 2h | 3h | 4h | 5h | 6h | 7h

4. ATaide de ces effectifs cumulés croissants et du 1., déterminer a quelle classe appartient la médiane exacte de
cette série.

5. Cette donnée est souvent trop approximative pour étre utile en statistique et 'on a souvent besoin d'une estima-
tion plus précise. On 'obtient avec un graphique.

(a) Représenter le tableau sur un graphique en indiquant en abscisse les temps passés devant la télévision (1 h
=2 cm) et en ordonnée les effectifs cumulés croissants (100 =1 cm).

(b) ATaide de ce graphique et du 1., déterminer une valeur approchée de la médiane de cette série.

5.5.4 Mode

Lorsque les données sont regroupées par classes de méme taille le mode n’est pas accessible mais la classe dont I'ef-
fectif et le plus grand est appelée classe modale. Lorsque les classes ne sont pas de la méme taille, il existe des moyens
d’estimer celle qui est modale, mais cette compétence n’est pas au programme de la Seconde.
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5.6 Exercices

5.6

Exercices

EXERCICE 5.1.
Les tableaux dont il est question dans cette activité sont ceux de la page de la présente page.

1. Le tableau 1 présente la répartition des salaires mensuels dans une entreprise (source : DoC TICE-MEN).
Calculer la moyenne des salaires de cette entreprise et déterminer la médiane.

2. Une erreur a été commise dans les relevés : les effectifs correspondant aux salaires de 1100€ et 1400€ ont été
permutés. Les données exactes sont celles du tableau 2.
Comparer les moyenne et médiane de cette série a celles de la précédente. Les variations étaient-elles prévisibles ?

3. Révons... 35 personnes ont un salaire de 3400 <€ et 'effectif total est inchangé. Utiliser le tableau 3 pour imaginer
une répartition des effectifs telle que la médiane ne soit pas modifiée : comment va varier la moyenne ?
Quelle répartition des effectifs respectant ces contraintes donnera la moyenne des salaires la plus élevée (calculer
alors cette moyenne) ? Quelle répartition des effectifs respectant ces contraintes donnera la moyenne des salaires
la moins élevée (calculer alors cette moyenne) ?
Mathias prétend qu’avec 35 personnes ayant un salaire de 3400<€, la moyenne est obligatoirement plus élevée.
A-t-il raison ?

TABLE 5.1 — Données de I'exercice 5.1
Tableau 1 Tableau 2 Tableau 3

. Effectif . Effectif . Effectif

Salaire en . ) Salaire en . ) Salaire en . .

€ Effectif cun.lule e Effectif cun.lule € Effectif cun}ule

croissant croissant croissant

1100 18 18 1100 10 1100

1200 15 33 1200 15 1200

1300 20 53 1300 20 1300

1400 10 63 1400 18 1400

1500 25 88 1500 25 1500

1600 12 100 1600 12 1600

1700 4 104 1700 4 1700

1800 5 109 1800 5 1800

1900 3 112 1900 3 1900

2000 2 114 2000 2 2000

2100 6 120 2100 6 2100

2200 7 127 2200 7 2200

2300 0 127 2300 0 2300

2400 2 129 2400 2 2400

2500 0 129 2500 0 2500

2600 3 123 2600 3 2600

2700 0 132 2700 0 2700

2800 3 135 2800 3 2800

2900 0 135 2900 0 2900

3000 0 135 3000 0 3000

3100 3 138 3100 3 3100

3200 0 138 3200 0 3200

3300 5 143 3300 5 3300

3400 8 151 3400 8 3400 35 151

EXERCICE 5.2.
Dans chaque cas, calculer la moyenne, le mode et la médiane de la série, vérifier que le narrateur dit la vérité et étudier
quelles autres stratégies, s'il y en a, il aurait pu utiliser pour minimiser son résultat :

1.

«Jen’ai eu que 8 sur 20 au controle de statistiques. Mes parents ne seront pas contents. Nous sommes 10 en classe.
La meilleure note est 19. Ensuite il y a un 10, quatre 9, un 8 (moi) et trois 2. Je dirai donc que je suis au-dessus de
la moyenne. »

« Encore un 8! Cette fois les notes sont 2, 3, 4, 5, 7, 8 (moi), 9, 9, 18, 19. Comment annoncer ma note ? Euh!... Je
dirai que je suis dans la bonne moitié. »

«Toujours un 8! Cette fois il y a eu trois 7 et un 19, 18, 12, 11, 10, 8(moi) et 2. Tant pis, je dirai que je suis meilleur
que le mode. »
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EXERCICE 5.3.

Voici trois séries de notes obtenues en mathématiques
dans des classes de seconde (a effectifs tres réduits) lors
d’un controle sur les statistiques :

1. Déterminer la note médiane de chaque classe.

2. SANS LA CALCULER, conjecturer pour chaque série
si la moyenne sera supérieure, inférieure ou proche
de la médiane.

Classe 1 | Classe 2 | Classe 3
2 2 8
5 3 8
6 4 9
7 4 9
9 4 10
10 9 10
10 10 10
12 12 12
13 12 13
14 12 15
15 12 15
15 12 16
16 13 17
19 13 18

EXERCICE 5.4.
Trois séries statistiques, comportant 10 données chacune,
ont les parametres suivants :

o Série A : Minimum 10; maximum 50; moyenne 28; mé-
diane 20.

o Série B : Minimum 10; maximum 50; moyenne 30; mé-
diane 30.

o Série C : Minimum 10; maximum 50; moyenne 21,5;
médiane 25.

Conjecturer pour chacune de ces séries comment peuvent
étre réparties les données.

EXERCICE 5.5.

Lerecensement de 1999 a permis d observer 'existence en
France de dix communes de plus de 200000 habitants. Le
tableau ci-dessous donne la liste de ces communes et de
leurs populations en milliers d’habitants.

1. Quelle est 'étendue de cette série statistique? Que
devient I'’étendue quand on retire Paris de la liste ?

2. Comparer moyenne et médiane des populations de
ces dix villes. Que constate-ton? Comment expli-
quer ceci?

3. Faire de méme si on retire Paris de la liste. Que
constatez-vous maintenant ?

4. Que choisiriez-vous entre « moyenne étendue »et
«médiane étendue »pour résumer cette série statis-
tique ? Expliquez votre choix.
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Paris 2116
Marseille 798
Lyon 445
Toulouse 391
Nice 341
Nantes 269
Strasbourg | 264
Montpellier | 225
Bordeaux 215
Rennes 206

EXERCICE 5.6.

Vous trouverez dans le tableau ci-dessous le relevé jour-
nalier des précipitations (rosée, brouillard et pluie) a St
Pierre de Chartreuse (montagne) et a St Ftienne de St
Geoirs (plaine), en mm. (Données Météo France Saint-
Martin d’Héres).

1. Pour chaque mois, calculer la moyenne et I'étendue
des précipitations, puis la médiane.
Quel résumé (moyenne étendue ou médiane éten-
due) semble le plus pertinent ? Justifier.

2. Calculer une moyenne élaguée des précipitations a
St Etienne de St Geoirs (une moyenne élaguée d’'une
série est la moyenne obtenue en privant cette série
de certaines données que I'on consideére comme aber-
rantes ; il n'y a pas de régle : ici, on enlévera la donnée
n°25).

3. Comparer cette moyenne élaguée a la moyenne de
St Pierre de Chartreuse de septembre 99.
On dit que le massif de la Chartreuse est en général
plus humide que la plaine. Qu’en pensez-vous ?

St Pierre de Chartreuse St Et.
Date | sept97 | sept98 | sept99 | sept99
1 0,8 0 0 0
2 21,2 17 0 0
3 0,2 0,5 0 3,4
4 0 59,4 0 0,2
5 0,2 2,6 0 0
6 0 1 10 3,8
7 0 15,4 0 0
8 0,2 1,2 0 0,2
9 0,2 0 0 0
10 0,2 34,8 0 0
11 0 45 0 0
12 31,6 55,6 0 0
13 19 44 0 0
14 0 9,6 11 0,2
15 0,2 14,4 1,6 0,8
16 0,2 0,6 0 0
17 0,2 0,2 1,6 0,8
18 0,2 0 0 0
19 0 0 42,4 27,2
20 0,2 0 0 0
21 0,2 0 9,8 0
22 1,2 5 0 0
23 0,2 0,2 1,4 0,4
24 0,2 0 1,2 0,2
25 0,2 0,6 51,8 189,2
26 0,2 15 1,2 0,8
27 0,2 5 14,2 11,2
28 0 10 6,8 1
29 0,2 4 0 0
30 0,2 28,4 44,4 23,6
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EXERCICE 5.7.

Dans une petite ville fictive ou1 la taxe d’habitation est pro-
portionnelle a la superficie de I'habitation, la répartition
des habitations selon leur superficie est la suivante :

Superficie en m? | Effectif
[10; 40([ 14
[40; 70[ 24
[70; 100[ 54
[100; 120 64
[120; 140 32
[140; 170( 12

1. Déterminer une valeur approchée de la superficie
moyenne des habitations de cette ville.

2. Un membre du conseil municipal propose d’ex-
onérer la moitié des personnes : celles dont les
habitations ont les superficies les plus faibles. Une
personne dont 'appartement mesure 80 m? serait-
elle exonérée? Une personne dont I'appartement
mesure 110 m? serait-elle exonérée ?

3. Un autre membre du conseil municipal propose
d’exonérer le quart des personnes : celles dont les
habitations ont les superficies les plus faibles. Une
personne dont 'appartement mesure 80 m? serait-
elle exonérée?

EXERCICE 5.8.

Dans deux entreprises A et B, les employés sont classés en
deux catégories : ouvriers et cadres.

Les deux tableaux qui suivent donnent la répartition des
employés en fonction de leur catégorie professionnelle et
deleur salaire mensuel net, en euros. On suppose qu'al’in-
térieur de chaque classe, la répartition est réguliere.

1. (a) Calculer la moyenne des salaires de tous les
employés de I'entreprise A

(b) Calculer la moyenne des salaires des ouvriers
de l'entreprise A

(c) Calculer la moyenne des salaires des cadres de
I'entreprise A

2. Faire les mémes calculs pour 'entreprise B
3. Le PD.G. de I'entreprise A dit a celui de I'entreprise
B : «Mes employés sont mieux payés que les votres. »

«Faux»répond ce dernier, « mes ouvriers sont mieux
payés et mes cadres également. »
Expliquer ce paradoxe.

Entreprise A
Salaires [1000; 2000[ | [2000;3000[ | [3000;4000([
Ouvriers 114 66 0
Cadres 0 8 12
Entreprise B
Salaires [1000; 2000[ | [2000;3000[ | [3000; 4000
Ouvriers 84 42 0
Cadres 0 12 12

David ROBERT

EXERCICE 5.9.

Lors d'une étude d’'une population de rats, K. Miescher
a observé I'évolution d’'une population de 144 rats. Le
tableau suivant indique la durée de vie (en mois) des rats.

Durée de vie (en mois) | Effectif
[10; 15[ 1
[15; 20[ 3
[20; 25] 9
[25; 28] 12
(28; 30[ 13
[30; 32[ 20
[32; 34[ 23
[34; 36] 26
(36; 38[ 22
[38; 40[ 11
[40; 42] 3
[42; 43] 1

Ainsi, un seul rat a vécu entre 10 et 15 mois, trois ont vécu
entre 15 et 20 mois, neuf entre 20 et 25 mois etc. On sup-
pose que, dans chaque classe, la répartition est réguliere.

1. Evaluez I'étendue de cette série

2. Evaluez la moyenne de la durée de vie d’'un rat dans
cette population

3. Quelle estlerang de la durée de vie médiane d’'un rat
dans cette population ?
A T'aide du polygone des effectifs cumulés crois-
sants,évaluez le valeur de la médiane ?

4. En observant la moyenne et la médiane, quel com-
mentaire peut-on faire ?

EXERCICE 5.10.
Soit S1, S» et S3 les trois séries de notes suivantes :

S1 2;2;4;4;6;10; 14; 16; 16; 18; 18
So 2;8;9;10;10;10;11; 12; 18
S3 | 2;5;5;5;5;6;6;7;9;10;11;13; 14; 14; 15; 15; 15; 15; 18

1. Déterminer les mesures centrales et les mesures de
dispersion les plus adaptées pour décrire les dif-
férences entre ces trois séries.

2. Construire les diagrammes qui vous semblent les
plus adaptés.

3. Commenter.

EXERCICE 5.11.

On a relevé le prix de vente d'un CD et le nombre de CD
vendus chez différents fournisseurs. Les résultats forment
une série statistique a une variable donnée par le tableau
ci-dessous.

Prix de vente (en €) 1516 | 17 | 18 | 19
Nombrede CDvendus | 83 | 48 | 32 | 20 | 17

1. Quelles sont les différentes valeurs de la série.

2. Donner la fréquence correspondant a chacune de
ces valeurs.

3. Donner la moyenne et la médiane de la série. Que
représentent ces nombres ?

4. Représenter la série par un diagramme semi-
circulaire.
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EXERCICE 5.12. EXERCICE 5.13.
Dans une classe de 30 éleves, la moyenne des 20 filles On donne la série suivante: 4,5,5,5,6,6,7,8,8,9,9,9,9,
est 11,5 et la moyenne des 10 garcons est 8,5. Donner la 10, 10, 11, 11, 11, 12, 13, 13, 13, 14, 14, 15, 15, 17.

moyenne de classe. 1. Quel est’écart interquartile de la série?

2. Quel est l'intervalle interdécile de la série ?

EXERCICE 5.14.
Le tableau ci-dessous donne une répartition des salaires mensuels en euros des employés dans une entreprise.

Salaire Effectif
[1000; 1200[ 326
[1200; 1500( 112
[1500; 2000[ 35
[2000; 3000( 8
[3000; 10000[ 3

1. Quel estle nombre d’employés de I'entreprise ?
2. Quel est le nombre d’employés touchant un salaire mensuel supérieur ou égal a 1200 €2

3. Estimer le salaire moyen et le salaire médian des employés de |'entreprise.

EXERCICE 5.15.

Un entomologiste a fait des relevés sur la taille de 50 courtilieres adultes.

33, 35, 36, 36, 37, 37, 37, 38, 38, 38, 39, 39, 39, 39, 40, 40, 40, 40, 40, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 42, 42, 42, 42, 42, 42, 43, 43,
43, 43, 44, 44, 44, 44, 45, 45, 45, 46, 46, 47, 47, 48, 48, 50.

1. Organiser les relevés dans le tableau d’effectifs suivant :

Valeur 33 134 |35 |36 |37 |38 (39|40 |41 |42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
Effectif

Effectif =~ cumulé
croissant

2. Représenter les données par un diagramme a batons. Un diagramme circulaire serait-il intéressant ?
3. Calculer la moyenne de la série. Déterminer sa médiane. Déterminer les premier et troisiéeme quartiles.
4. Construire le diagramme en boite correspondant.

5. Interpréter les résultats obtenus.

EXERCICE 5.16.
Le tableau suivant donne les effectifs des notes obtenues dans une classe en Mathématiques et en Histoire-Géographie :

Notes (0|12 |3|4|5|6|7|8]9|10|11 |12 |13 (14|15 |16 |17 |18 | 19| 20
Maths |0 |0 |00 |1 |01 4 1 3 2 2 1 1 0 0 0
H-G.|0|1]|]0|O0|2]|0|1]|2|1]|1]| 4 2 2 0 3 2 1 0 1 0 1

—

Le but de 'exercice est de comparer la dispersion des notes en Maths et en Histoire-Géographie.
Calculer X et x’ les moyennes respectives de Maths et d’Histoire-Géographie.

Calculer médiane m, et quartiles Q; et Q3 en Maths.

Calculer médiane my, et quartiles Q] et Qj en Histoire-Géographie.

Représenter les diagrammes en boite des notes en Maths et en Histoire-Géographie.

U A

Interpréter les résultats obtenus.
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Nom :

Vendredi 14 janvier — 1h00

Devoir surveillé n°6
Statistiques

EXERCICE 6.1 (5 points).

Sur le tableau ci-dessous, sans justification, entourer la proposition correcte, sachant que :
« ilyaachaque fois exactement une proposition correcte;

» une réponse juste rapporte 1 point;
 une réponse fausse enléve 0,5 point;

» une absence de réponse rapporte 0 point;
 un total négatif est ramené a zéro.

Question

Proposition A

Proposition B

Proposition C

LINSEE indique que, pour 2004, le
revenu moyen annuel par ménage est de
28935 € et le revenu médian annuel par
ménage est 24599 €. On peut supposer
que ...

... les hauts revenus
sont tres hauts

les bas revenus
sont tres bas

... les hauts revenus
ne sont pas tres
hauts

Les notes d’'une classe sont les suivantes
{7;8;9;9;9;10;10; 11; 17; 19}. Sans cal-

la moyenne et
la médiane seront

... la moyenne sera
supérieure a la mé-

... la moyenne sera
inférieure a la médi-

férieure a 10

cul on peut conjecturer que... proches diane ane
Plus de la moitié des notes d'une classea | La moyenne de | La moyenne sera | On peut ne rien dire
un devoir sont inférieures a 10. la classe sera in- | supérieurea 10 de la moyenne

Suzanne a eu la meilleure note de la
classe mais elle s’apercoit que le pro-
fesseur lui a oublié 2 points. Elle le signale
et il modifie sa note. On peut étre siir que,
pour la classe, ...

la médiane va
augmenter

... le mode va aug-
menter

la moyenne va
augmenter

Thomas vient en bus au Lycée. Sur le tra-
jet du bus il y a cinq feux de circula-
tion. Thomas ne reléve pas précisément
le nombre de feux qui sont au rouge sur
le trajet mais constate qu'il y en au mini-
mum trois qui sont au rouge. On sait alors
que ...

... le nombre moyen
de feux au rouge
sera inférieur a 3

... le nombre moyen
de feux au rouge est
égala3

... le nombre moyen
de feux au rouge est
supérieur a 3

EXERCICE 6.2 (9 points).

Le tableau suivant donne les résultats obtenus par une classe de Premieére (arrondis au point supérieur) :

Notes x; 0|1(2|3|4|5]|6

71819 (10| 11

12 | 13 | 14 | 15 | 16

17 | 18 | 19 | 20

Effectifsn; |0 |0 |0 [0 |0 |2 |2

21011

1 5 4 0 2

1 0 2 0

On note x la note moyenne de cette classe. Calculer x (on arrondira au dixieme).
On note m la note médiane de cette classe. Déterminer le rang de m, puis la valeur m.

Comment expliquer la différence entre ces deux résultats ?

On note Q; et Qs les premier et troisieme quartiles de cette série. Déterminer les rangs de Q; et Q3 puis les

1. (a)

(b)

(©

2. (a)
valeurs de Q; et Qs.

(b)

(©

Représenter, sur la figure ci-dessous, le diagramme en boite de cette série statistique.

Sur cette figure, on a déja représenté le diagramme en boite d'une série constituée des résultats d'une classe

de Terminale.
En vous basant sur ces diagrammes, comparer les résultats de ces deux classes.

David ROBERT

Terminale ~— fF————e

Premiere
S
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10.:.11 12.:.13 1415 16...17...18 .19
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EXERCICE 6.3 (6 points).
Le tableau suivant donne les résultats obtenus par une classe de Seconde (regroupés en classes) :

66

w N

Notes x;

[0; 5]

[5; 8[

[8; 10[

[10; 12]

[12;15]

[15; 20]

Effectifs n;

3

7

4

8

9

6

Effectifs cumulés croissants

. Evaluer I'étendue de la série.

. Calculer une valeur approchée de la note moyenne x de cette classe (on arrondira au dixiéme).

(a) Compléter la ligne des effectifs cumulés croissants de cette série et le polygone des effectifs cumulés crois-

sants donné ci-dessous.

(b) Quel est le rang de la note médiane m, de cette classe ?
En déduire une valeur approchée a I'aide du diagramme précédent.

4. Comparer les valeurs approchées de x et de m,.

Que peut-on en dire?

35

30

25

20

154

10
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Nom :

Vendredi 21 janvier — 1h00

Devoir surveillé n°6
Statistiques

EXERCICE 6.1 (5 points).

Sur le tableau ci-dessous, sans justification, entourer la proposition correcte, sachant que :
« ilyaachaque fois exactement une proposition correcte;

» une réponse juste rapporte 1 point;
 une réponse fausse enléve 0,5 point;

» une absence de réponse rapporte 0 point;
 un total négatif est ramené a zéro.

Question

Proposition A

Proposition B

Proposition C

LINSEE indique que, pour 2004, le
revenu moyen annuel par ménage est de
28935 € et le revenu médian annuel par
ménage est 24599 €. On peut supposer
que ...

... les hauts revenus
sont assez bas

les bas revenus
sont assez hauts

les bas revenus
tres bas

Les notes d’'une classe sont les suivantes
{1;3;9;9;11;11;11;11;12;13}. Sans
calcul on peut conjecturer que...

la moyenne et
la médiane seront
proches

... la moyenne sera
supérieure a la mé-
diane

... la moyenne sera
inférieure a la médi-
ane

La moyenne d’une classe a un devoir est
supérieure a 10.

La moitié des notes
seront inférieures a
10

La moitié des notes
seront supérieures a
10

On peut ne rien dire
de la médiane

Suzanne a eu la meilleure note de la
classe mais elle s’apercoit que le pro-
fesseur lui a mis 2 points de trop. Elle le
signale et il modifie sa note. On peut étre
stir que, pour la classe, ...

la moyenne va
baisser

...le mode va baisser

la médiane va
baisser

Thomas vient en bus au Lycée. Sur le tra-
jet du bus il y a cinq feux de circula-
tion. Thomas ne reléve pas précisément
le nombre de feux qui sont au rouge sur
le trajet mais constate qu’il y en au maxi-
mum trois qui sont au rouge. On sait alors
que ...

... le nombre moyen
de feux au rouge
sera inférieur a 3

... le nombre moyen
de feux au rouge est
égala3

... le nombre moyen
de feux au rouge est
supérieur a 3

EXERCICE 6.2 (9 points).

Le tableau suivant donne les résultats obtenus par une classe de Premieére (arrondis au point supérieur) :

Notes x; 0|1(2|3|4|5]|6

71819 (10| 11

12 | 13 | 14 | 15 | 16

17 | 18 | 19 | 20

Effectifsn; |0 |0 |0 [0 |0 |2 |2

21011

1 5 4 0 2

1 0 2 0

1. (a)
(b)
(©)
2. (a)

(b)
(©

On note x la note moyenne de cette classe. Calculer x (on arrondira au dixieme).
On note m la note médiane de cette classe. Déterminer le rang de m, puis la valeur m.

Comment expliquer la différence entre ces deux résultats ?

On note Q; et Qs les premier et troisieme quartiles de cette série. Déterminer les rangs de Q; et Q3 puis les

valeurs de Q; et Qs.

Représenter, sur la figure ci-dessous, le diagramme en boite de cette série statistique.

Sur cette figure, on a déja représenté le diagramme en boite d'une série constituée des résultats d'une classe

de Terminale.
En vous basant sur ces diagrammes, comparer les résultats de ces deux classes.

Terminale

Premiere

David ROBERT
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EXERCICE 6.3 (6 points).
Le tableau suivant donne les résultats obtenus par une classe de Seconde (regroupés en classes) :

68

w N

Notes x;

[0; 5]

[5; 8[

[8; 10[

[10; 12]

[12;15]

[15; 20]

Effectifs n;

3

7

4

8

9

6

Effectifs cumulés croissants

. Evaluer I'étendue de la série.

. Calculer une valeur approchée de la note moyenne x de cette classe (on arrondira au dixiéme).

(a) Compléter la ligne des effectifs cumulés croissants de cette série et le polygone des effectifs cumulés crois-

sants donné ci-dessous.

(b) Quel est le rang de la note médiane m, de cette classe ?
En déduire une valeur approchée a I'aide du diagramme précédent.

4. Comparer les valeurs approchées de x et de m,.

Que peut-on en dire?

35

30

25

20

154

10
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Nom : A rendre pour le vendredi 14 janvier

Devoir maison n°3

Algorithmique et repérage

EXERCICE.

A l'aide du logiciel Algobox, créer un algorithme prenant comme arguments les coordonnées de trois points A, B et C

dans un repére orthonormal et déterminant la nature du triangle ABC.
Envoyer ensuite son algorithme a I'adresse suivante : david.robert@ac-rennes.fr

David ROBERT 69


http://perpendiculaires.free.fr/




Chapitre 6

Fonctions affines

Sommaire
[ 0 O V0 71
6.2 Bilanetcompléments . . . . .. .ot v it ittt ettt e e 72
6.3 EXEICICES . v v v v v it it i ittt ottt e ottt esasteneseeseoeeseoneeenens 73
6.4 Problemes . . . o o v vt v ittt ittt et et e e e e 75

6.1 Activité

Trois taxis Tp, T» et T3 proposent les tarifs suivants :
o Ty :5%< de prise en charge, puis 0,40 € du kilometre;
o T, :4 € de prise en charge, puis 0,50 € du kilometre;
o T3:7<€ de prise en charge, puis 0,30 € du kilometre ;
1. Quel est le taxi le plus économique pour un trajet de
e 5km? e 10km? e 15km?
2. On note x la distance que veut parcourir un client en taxi. Exprimer les tarifs fj (x), f>(x) et f3(x) des taxis T1, T
et T3 en fonction de x.

3. Représenter dans le repére ci-dessous les courbes 6, 6> et 63 des fonctions fi, f> et f3.

151
144
sl
124
114
ol

T O O O S D
0 2‘ ?L 4‘ é é % é é 1‘0 l‘l 1‘2 1‘3 1‘4 1‘5 1‘6 1‘7 1‘8 lb Zb 2‘1 2‘2 2‘3 2‘4 2‘5

4. En vous basant sur le graphique, indiquez pour quelles distances il est plus économique de prendre le taxi 71, la
taxi T, ou le taxi T3. On donnera les réponses sous forme d’intervalle.

5. Un client désire faire plus de 20 km, et choisira le taxi T3. Il vous charge étudier le cotit de son trajet en fonction
du nombre de la distance x.

71



6.2 Bilan et compléments Seconde

(a) Compléter le tableau ci-dessous :

Distancex | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 30 | 40 | 50
Coat f5(x) | | | | | | | | |

(b) Ladistance et le cotit sont-ils des grandeurs proportionnelles ?

(c) ATaide du tableau précédent conjecturer de combien augmente le cotit lorsque la distance augmente de

e 1km e 2km e 5km

(d) Que peut-on dire alors des grandeurs « augmentation de la distance » et «augmentation du cofit » 2

6.2 Bilan et compléments

Définition 6.1. Les fonctions f, définies sur R, dont I'expression peut se mettre sous la forme
f(x) = mx+ p ot m et p sont des réels

sont appelées fonctions affines.

Cas particuliers :

« si m=0alors f(x) = p est dite constante;
o si p=0alors f(x) = mx est dite linéaire.

Propriété6.1. La représentation graphique d'une fonction affine dans un repére est une droite.
Celle d’'une fonction linéaire est une droite passant par l'origine du repere.

On le démontrera plus tard dans 'année.

Propriété 6.2. Soit f une fonction déinie surR.

« Siles variations des x et des f(x) sont proportionnels, alors f est une fonction affine.

« Réciproquement, si f est une fonction affine, alors les variations des x et des f (x) sont proportionnels.
Dit autrement, on a :

MAFSC) =constante < f est une fonction affine.

Ou encore :

Pour tout x et x', f(x;:—f:,(x,)

=constante < f est une fonction affine

Preuve. « Si f est une fonction affine, alors f(x) — f(x') = (mx+ p) — (mx' + p) = mx— mx' = m(x— x') donc, pour x et

_ /
x' distincts, % =m.

_ !
+ Réciproquement, si pour tout x et x’ distincts, % = m alors f(x)— f(x') = m(x— x'). En prenant x' = 0, on

obtient: f(x) — f(0) = mx & f(x) = mx+ f(0). Donc,_par définition, f est une fonction afine.

¢

Propriété 6.3. Soit f : x — mx + p une fonction affine.
o Sim> 0 alors f est strictement croissante sur R.

o Sim <0 alors f est strictement décroissante sur R.

o Sim =0 alors f est constante surR.

Preuve. Sim>0 Sim<0

a<bs ma<mb a<b<s ma>mb
oma+p<mb+p o ma+p>mb+p
< fla) < f(b) < fla)> f(b)

donc f est strictement croissante. donc f est strictement décroissante.

Enfin, si m =0, f(a) = f(b) = p. ¢

72 http :/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

Seconde 6.3 Exercices

Propriété 6.4. Soit f : x — mx + p une fonction affine avec m # 0. Alors :
1. f(x) =0 pourxp = —% et
2. Lesignede f(x) selon les valeurs de x est donné par le tableau suivant :
e Sim>0
X —00 X0 +o00
Signe de f (x) - 0 +
e Sim<0
X —00 X0 +00o
Signe de f(x) + 0 -
Preuve. 1. 2. « Sim>0alors f croissante donc

x<xo e f(x) < f(x) © f(x) <0donc f(x) négatif et
x> x9 < f(x)> f(x0)  f(x) >0donc f(x) positif.
e mx=-p » Si m <0 alors f décroissante donc

X <Xxo < f(x)> f(x0) © f(x)>0donc f(x) positif et
x> xp < f(x) < f(x0) © f(x) <0donc f(x) négatif.

fX)=0emx+p=0
ox:—ﬂ carm#0
m

¢

6.3 Exercices

EXERCICE 6.1.

Voici les tarifs pratiqués par deux agences de location de voitures pour des véhicules identiques (tarifs journaliers,
assurance comprise) :

» agence A : Forfait de 50 € plus 0,42 € par km; « agence B : Forfait de 40 € plus 0,50 € par km.

1. Quelle est'agence la plus économique selon que I'on désire faire un parcours de
e 50km? e 150 km? e 300 km?

2. On appelle x la distance que I'on désire parcourir. Déterminer selon les valeurs de x I’agence la plus économique.

3. Ecrire un algorithme prenant comme argument la distance a parcourir et indiquant quelle agence est la plus
intéressante pour cette distance ainsi que le tarif a payer.
EXERCICE 6.2.
Les tarifs mensuels d’'un abonnement pour un téléphone mobile sont les suivants : Forfait d'une heure 15 € plus 0,30 €
par minute supplémentaire.

1. Compléter le tableau suivant, ou la durée est la durée totale des communications du mois en minute et le cott
est le montant final de la facture en euros :

Durée | 45 | 80 | 120
Cotit | |

2. Existe-t-il une fonction affine f qui a une durée de communication x associe le cotit f(x)?

EXERCICE 6.3.
Soit f une fonction affine. Déterminer 'expression de f dans chacun des cas suivants :

1. f)=2et f(4)=8 3. f(5)=-1et f(3)=3
2. f(-l)=4det f(2)=3 4. f(-4)=5et f(1)=7

EXERCICE 6.4.
Représenter dans un méme repére les courbes des fonctions affines suivantes :

o f(x)=2x-3; e I(x)=—x+4;
o glx)=2x+1; e j)=-3x+5;
o h(x)=31x+3; o k(x)=-3x+5.
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6.3 Exercices

Seconde

EXERCICE 6.5.

Dans le repére ci-dessous on a représenté les courbes de quatre fonctions affines f, g, h et i.

Déterminer leurs expressions respectives.

EXERCICE 6.6.
Le plan est muni d'un repere.

1. Soient A, B, C et D les points de coordonnées respectives (0; 1), (2; 2), (4;3) et (-1;0,5).

(a) Déterminer I'expression de la fonction affine f dont la représentation graphique passe par A et B.

(b) Al'aide de cette expression, déterminer si C appartient a la courbe de f.
Que peut-on en déduire pour les points A, Bet C?

(c) Alaide de cette expression, déterminer si D appartient a la courbe de f.
Que peut-on en déduire pour les points A, Bet D?

2. Dans chacun des cas suivants, déterminer si les points A, B et C sont alignés :

e A(-1;0),B(0;2)etC(2;6);
e« A(2;-1),B(-1;1)etC(3;4).

EXERCICE 6.7.
On donne P(x) = 2x+1)(—x+2).

1. (@
(b)
(c) En déduire le signe de P(x) selon les valeurs de

x. On pourra étudier le signe de chacun des fac-
teurs et faire un tableau de signes.

Etudier le signe de 2x + 1 selon les valeurs de x.

Etudier le signe de —x+2 selon les valeurs de x.

(d) En déduire l'ensemble des solutions de

I'inéquation P(x) <0.

2. (a) Envous inspirant du 1, étudier le signe, selon
les valeurs de x, de chacune des fonctions suiv-
antes :

e Q(x)=(-2x+1)(—-3x+4);

e Rx)=(—x+4)(5-2x);

e S(X)=2x+3)(x—1);

e T(x)=(x-1)(-2x+4)(2x—-1);

e UX)=4—-x)(x+1)(2x+2).

Résoudre les inéquations suivantes :

« Q) <0;

e R(x)>0;

e S(x)20;

e T(x)<0;

e U(x)<O.

(b)
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EXERCICE 6.8.
Résoudre I'inéquation : ;;_xl <0

On pourra étudier le signe de chacun des facteurs et faire un
tableau de signes.

EXERCICE 6.9.
Apres avoir précisé les éventuelles valeurs interdites, ré-
soudre les inéquations suivantes :

. x¥%1-x<0

1
2. x=-2)(m—x)3x+5)>0
(1+x)2(5-x)
3 THar SO
4 4—x > 1-3x

*8-x 7 2+x

EXERCICE 6.10.

Ondonne f(x) = Bx+4)(x—4) - (2x—-3)(3x+4).
Résoudre f(x) > 0.

On pourra commencer par factoriser.

EXERCICE 6.11.
Résoudre les inéquations suivantes :

1. x< x?
2. 4
3.

<x

~X
3,2
<X

==l
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Seconde

6.4 Problemes

6.4 Problemes

PROBLEME 6.1.

On donne AB =6 cm. M est un point du segment [AB] et
on pose AM = x.

Dans le méme demi-plan, on construit les carrés AMNP
et MBQR.

f est la fonction définie sur [0;6] qui a x associe la
longueur f(x) de laligne polygonale APNRQB (tracée en
gras sur la figure ci-dessous).

Notez que la figure a été faite dans le cas ol1 x est compris
entre 0 et 3.

p

I
I
I
I
I
L
A X M B

PROBLEME 6.2 (Comparaison de tarifs).

. Faites une deuxieme figure dans le cas ou x est dans

I'intervalle [3; 6].

. Vérifiez que f(x) =18—-2x,si x€[0; 3] etque f(x) =

6+2x,six€[3;6].

. Dans un repére orthogonal (unités : 1 cm sur les

abscisses, 0,5 cm sur les ordonnées), construisez la
courbe représentatice de f.

. Trouvez graphiquement I'’ensemble des valeurs de x

pour lesquelles lalongueur de laligne polygonale est
comprise entre 14 et 16 cm.

Le tableau ci-dessous présente un extrait des tarifs des forfaits non bloqués pour téléphones portables, proposés par
une société de téléphonie fictive.

Forfait | Min comprises dans le forfait | Cotlt du forfait (en<€) | Par min de dépassement (en €)
1 90 33 0,30
2 180 43 0,25
3 300 57 0,18

Pour les forfaits 1, 2 et 3 on désigne, respectivement, par fi(x), f2(x) et f3(x) le prix a payer en euros pour une durée
totale de communications de x minutes.

1. (a) Exprimer fj(x) en fonction de x lorsque 0 < x < 90 puis lorsque x > 90.

(b) Dans un repére orthogonal, représenter graphquement la fonction f; pour x compris entre 0 et 400.

2. Exprimer f>(x) et f3(x) en fonction de x et représenter sur le graphique précédent ces deux fonctions.

3. Lire sur le graphique quel est le tarif le plus avantageurx en fonction de la durée mensuelle des communications.

4. Ecrire un algorithme prenant comme argument une durée de communication et indiquant quel forfait est le plus
avantageux pour cette durée ainsi que le prix total a payer.

David ROBERT
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Nom : Vendredi 11 février — 1h00

Devoir surveillé n°7
Fonctions affines

EXERCICE 7.1 (4 points).
Soient f et g deux fonctions affines définies pour tout x.

1. Onsaitque f(0) =—-2et f(3) =1. 2. Onsaitque g(2)=0et g(4) = —-1.
Déterminer I'expression de f(x). Déterminer |'expression de g(x).
EXERCICE 7.2 (4,5 points). y
Représenter dans le repére ci-contre les courbes €, € et
€}, des fonctions affines suivantes, définies pour tout x :
o f(x)=2x-1; J
e g(x)= %x +1;
o h(x)=-x+3.
S5=g =g =2 =1 0 . g 6
EXERCICE 7.3 (3 points). y ’
On donne dans le repére ci-contre les courbes € et €y
représentant des fonctions affines f et g, définies pour
tout x. 3
Compléter, sans justifier : Cg
y
o ) = e e
L <
; . o0 S e
=4 =3 =20 z K
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Nom : Vendredi 11 février — 1h00

EXERCICE 7.4 (3,5 points).
On donne P(x) = —2x? + 9x — 4 pour tout x.

1. Montrer que P(x) = 2x—1)(-x+4).

EXERCICE 7.5 (2,5 points).
Résoudre I'inéquation :

2x+4
-3x+1
EXERCICE 7.6 (2,5 points).
Résoudre I'inéquation :
©>x
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Chapitre 7

Configurations du plan

Sommaire
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Ce chapitre est essentiellement constitué de rappels de définitions et propriétés de géométrie vues au college.

7.1 Théorémes

Théoréme 7.1 (Pythagore). Soit ABC un triangle.
Si

Théoreme 7.2 (Contraposée de Pythagore). Soit ABC un
triangle.
Si

Théoreme 7.3 (Réciproque de Pythagore). Soit ABC un
triangle.
Si

Théoreme 7.4 (Contraposée de la réciproque de
Pythagore). Soit ABC un triangle.
Si

79

Soit ABC un triangle et deux points D et E appartenant re-
spectivement a (AB) et a (AC). Nous dirons que ces points
sont dans une configurationde Thales.

Théoreme 7.5 (Thales). Soit une configuration de Thales.
Si

Théoreme 7.6 (Contraposée de Thales). Soit une config-
uration de Thales.
Si

Théoreme 7.7 (Réciproque de Thalés). Soit une configu-
ration de Thales.

Théoréme 7.8 (Contraposée de la réciproque de Thales).
Soit une configuration de Thales.
Si




7.2 Angles

Seconde

7.2 Angles

Définition 7.1. Deux droites sécantes définissent des an-
gles opposés par le sommet.

Propriété 7.9. Deux angles opposés par le sommet
SOTUE '« eee ettt e e e et e e e

Définition 7.2. Deux droites interceptées par une
troisieme définissent :

« des angles alternes internes;

« des angles alternes externes;

« des angles correspondants.

Propriété 7.10. Les deux droites sont paralleles si et seule-
ment si :

o lesangles alternes internes ........................... ou
o les angles alternes externes ........................... ou
o les angles correspondants ...............................

Propriété 7.11. La somme des mesures des angles d'un triangle est égale a

Définition 7.3. Soient a et § deux angles dont les som-
mets sont sur un cercle. On dit que ces angles sont in-
scrits dans le cercle.

Propriété 7.12. Sideux angles inscrits dans un cercle in-
terceptent le méme arc, alors ..................c.oooiii..

Propriété 7.13. Soit @ un angle inscrit dans un cercle et
U'angle au centre interceptant le méme arc.
ALOTS oo

7.3 Droites remarquables

Définition 7.4. Soit A et B deux points distincts. La mé-
diatrice du segment [AB] est la droite :

Propriété 7.14 (caractéristique). M appartient a la mé-
diatrice du segment [AB] si et seulementsi ...............
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Seconde

7.4 Triangles

Définition 7.5. La bissectrice d'un angle est la demi-
droite :

Propriété 7.15 (caractéristique). M appartient a la bis-
sectrice Si et SeUleMent St . ..........ouueiieeeiineiinee..

7.4 Triangles
7.4.1 Droites remarquables d’un triangle
Propriété 7.16. Les médiatrices des cotés d'un triangle

SOTIE .« oottt e
CePOINE ST . oveeiie ettt

Propriété 7.17. Les bissectrices des angles d’un triangle

Définition 7.6. Soit ABC un triangle. La médiane issue
de A estla droite :

Définition 7.7. Soit ABC un triangle. La hauteur issue de
Aestla droite :

Leur intersection estappelée ..............................
CePOIME ST oo ettt et e e e it

7.4.2 Triangles particuliers

Définition 7.8. Un triangle ABC est isocele en A
)

Propriété 7.20 (Propriétés caractéristiques). Un triangle
ABC estisocele en A si et seulement si :

David ROBERT
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7.5 Quadrilateres particuliers

Seconde

Définition 7.9. Un triangle ABC est équilatéral
) P

Propriété 7.21 (Propriétés caractéristiques). Un triangle
ABC est équilatéral si et seulement si :

Définition 7.10. Un triangle ABC est rectangle en A
) P
Le cOté opposé al'angle droitest appelé .................

Propriété 7.22 (Propriétés caractéristiques). Un triangle
ABC est rectangle en A si et seulement si :

7.5 Quadrilateres particuliers

Définition 7.11. Un quadrilatere ABCD est un parallélo-
gramme
)

Propriété 7.24 (Propriétés caractéristiques). Un quadri-
latéere ABCD est un parallélogramme si et seulement si :

Définition 7.12. Un quadrilatére ABCD est un losange
) PP

Propriété 7.25 (Propriétés caractéristiques). Un quadri-
latere ABCD est un losange si et seulement si :

Définition 7.13. Un quadrilatere ABCD est un rectangle
) P

Propriété 7.26 (Propriétés caractéristiques). Un quadri-
latere ABCD est un rectangle si et seulement si :
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Seconde 7.6 Exercices

Définition 7.14. Un quadrilatéere ABCD est un carré B ¢
3 P

Propriété 7.27 (Propriétés caractéristiques). Un quadri-

latére ABCD est un carré si et seulement si :

O 0505000000000 0GC000000000GC000C000000000500G000000000G00000 A D

7.6 Exercices

Pour tous les exercices, méme si cela n'est pas demandé, dans le cas ot la figure n'est pas fournie, commencer par faire une
figure, si possible avec le logiciel Geogebra, sinon sur votre feuille.

EXERCICE 7.1. A 1B
ABCD est un rectangle de diagonale [BD]. K est un point E

quelconque de cette diagonale. Par le point K on trace les K
paralleles aux cotés du rectangle comme indiqué sur la fig-

ure ci-contre. D G C

1. (a) Montrer que les triangles ABD et DCB ont la méme aire.
(b) Montrer que les triangles BHK et BFK ont la méme aire.
(c) Montrer que les triangles DEK et DGK ont la méme aire.

2. En déduire que les rectangles AEK H et CFKG ont la méme aire.

On rencontre cette démonstration dans le traité « Eléments » d’Euclide.

EXERCICE 7.2.

K
C
N A (0]
limetre, ona: OA =20; OD =28; OB =15; OK =13 et ° °

On considére la figure suivante oli, I'unité étant le mil-
KC=8. D

L est le point de (AD) tel que les droites (KL) et (AB) sont
paralleles.

1. Construire L
2. Calculer OL en justifiant les étapes.

3. Les droites (AB) et (CD) sont-elles paralleles ? Justi-
fier.

EXERCICE 7.3.
Soit € un cercle de centre O et de rayon r et deux di-
ametres perpendiculaires [AB] et [DE].

1. Quelle estla nature du quadrilatére AEBD ? Justifier.

2. Soit €’ le cercle de centre O inscrit dans le quadri-
latere AEBD.

(a) Exprimer 7/, le rayon du cercle € en fonction
der.

(b) Exprimer l'aire de € et de €’ en fonction de r.

(c) En déduire que l'aire de la couronne comprise
entre les deux cercles et la méme que 'aire de
€'

EXERCICE 7.4.

ABCD est un carré de 8cm de coté. E est le point de la
demi-droite [AB) tel que BE = 13 cm et F est le point de la
demi-droite [AD) tel que DF =5cm.

1. Faire une figure.
2. Que peut-on conjecturer pour les points E, C et F 2

3. Essayer de le démontrer.

David ROBERT

EXERCICE 7.5.

ABC est un triangle équilatéral de 12cm de coté. M est
un point quelconque a l'intérieur de ce triangle. I, J et
K sont les pieds des perpendiculaires a, respectivement,
[BC], [AB] et [AC], passant par M.

1. (a) Faire deux figures avec des poisitions de M dif-

férentes.

(b) Dans les deux cas, estimer la valeur de M1 +
MJ+ MK.

() Que peut-on conjecturer?

2. (a) Exprimer l'aire du triangle ABC en fonction de

sa hauteur h.

(b) Exprimer l'aire du triangle ABC en fonction
des aires des triangles ABM, ACM et BCM.

(c) Endéduire la valeur de MI + MJ + MK.
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7.6 Exercices

Seconde

EXERCICE 7.6.

Dans le triangle ABC, H est le pied de la hauteur issue de
B, K est le pied de la hauteur issue de C, A" est le milieu de
[BC].

1. Quel est le centre du cercle circonscrit au triangle
BKC?]Justifier.

2. En déduire que A’ appartient a la médiatrice de
[KH].

EXERCICE 7.7.
Soit ABC un triangle isocele en A, D le symétrique de B
par rapport a A et H le pied de la hauteur issue de A.

1. Quelle est la nature du triangle BCD ? Justifier.
2. La médiatrice de [CD] passe-t-elle par A? Justifier.

EXERCICE 7.8.

Soit ABC un triangle quelconque. D et E sont les
symétriques de B par rapport a C et a A, F est le milieu
de [DE]. Les droites (CE) et (AD) sont sécantes en G.

1. Les droites (AC) et (ED) sont-elles paralleles ? Justi-
fier.

2. Les points B, G et F sont-ils alignés ? Justifier.

EXERCICE 7.9.

ABCD est un carré. E, F, G et H sont des points respec-
tivement sur [AB], [BC], [CD] et [DA] tels que les droites
(EG) et (FH) sont perpendiculaires.

La droite (EG) coupe la droite (BC) en I et la droite (FH)
coupe la droite (AB) en J.

1. Quereprésentent les droites (BI) et (JH) par rapport
au triangle EIJ ? Justifier.

2. En déduire que les droites (EF) et (I]) sont perpen-
diculaires.

EXERCICE 7.10.

Deux droites 2 et 2' se coupent en A. Soit M un point qui
n’appartient pas aux deux droites. La perpendiculaire a 2
passant par M coupe 2 en I et 2’ en J. La perpendiculaire
a @' passant par M coupe 2 en K et 2’ en L.

Montrer que la droite (JK) est perpendiculaire a la droite

(AM).

84

EXERCICE 7.11.

ABCD est un parallélogramme de centre O. Soit E le mi-
lieu de [AB]. La droite (DE) coupe la droite (AC) en F etla
droite (BC) en G.

1. Que représente F pour le triangle ADB ? Justifier.
2. En déduire que FD = 2FE.
3. Démontrer I'égalité FD? = FE x FG.

EXERCICE 7.12.
ABCD est un parallélogramme. I est le milieu de [DC].
(A coupe (DB) en K.

1. Que représente K pour le triangle ADC ? Justifier.

2. En déduire que la droite (CK) coupe le segment
[AD] en son milieu.

EXERCICE 7.13.
ABC est un triangle rectangle en A tel que AB =3 cm et
BC=6cm.

1. Calculer AC.

2. Soit E le symétrique de B par rapport a A.
Quelle est la nature du triangle BCE ? Justifier.

3. Soit F le symétrique de E par rapport a (BC).
Quelle est la nature du quadrilatere BECF ? Justifier.

4. Les droites (AF) et (EC) sont sécantes en N.
Le point A est-il le milieu de [NF] ? Justifier.

EXERCICE 7.14.

Soit € un cercle de centre O. A et B sont deux points du
cercle. Les tangentes en A et en B au cercle € se coupent
en M.

1. Que représente le point I, milieu du segment [OM]
pour le triangle M AB ? Justifier.

2. Soit H le symétrique de O par rapport a la droite
(AB). Que représente H pour le triangle M AB? Jus-
tifier.

EXERCICE 7.15.

Soit ABC un triangle et H le pied de la hauteur issue de A.
On sait que :

« He[BCJl;

¢« AB=12cm;

¢« AC=9cm;

e AH=7,2 cm.

Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier.

http :/lperpendiculaires.free.fr/
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Nom : Vendredi 25 février — 1h00

Devoir surveillé n°8
Configurations du plan

EXERCICE 8.1 (7 points).

ABC est un triangle quelconque dont tous les angles sont aigus.

On a construit le cercle € de diametre [AB], qui coupe le segment [AC] en D et le segment [BC] en E.
Les droites (BD) et (AE) se coupent en H.

1. (a) Montrer que la droite (AE) est une hauteur du triangle ABC.
(b) Montrer que la droite (BD) est une hauteur du triangle ABC.
(c) Quereprésente H pour le triangle ABC ? Justifier.
(d) Que peut-on alors dire de la droite (CH) ?
2. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme infructueuse, sera prise en
compte dans l'évaluation.
On peut arriver, en s’'inspirant de la construction précédente, a construire, sans équerre, l'intersection des hau-
teurs dans un triangle rectangle, comme le triangle 7 ci-dessous, ou dans un triangle présentant un angle obtus,
comme le triangle 9> ci-dessous.

Faire ces constructions sur les triangles 97 et 9,. On décrira brievement sa construction sur la copie et on laissera
bien visibles les traits de construction.

9
S
[\S)
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Vendredi 25 février — 1h00

EXERCICE 8.2 (6 points). A
ABCD est un carré. I est le milieu de [AB] et J celui de
[BC]. La droite (AJ) coupe la diagonale [DB] en K.

1.

. Quereprésente la droite (BD) pour le triangle ABC?

. Quereprésente le point K pour le triangle ABC ? Jus-

B

Que représente la droite (AJ) pour le triangle ABC?
Justifier.

Justifier.

tifier.

4. En déduire que les points I, K et C sont alignés. D

. On donne AB = 5cm. Calculer la valeur exacte de la

longueur AK.

EXERCICE 8.3 (7 points).

%€ et €' sont deux cercles de centres respectifs O et O’ qui se coupent en A et B.

Le point C est le point de € diamétralement opposé a A.
Le point D est le point de €’ diamétralement opposé a A.

1.

86

Construire les points C et D.

2. Montrer que les points B, C et D sont alignés.
3.
4. On donne OO’ = 6cm. Calculer CD.

Montrer que les droites (OQ') et (CD) sont paralleles.
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Chapitre 8

Fonction carrée
Fonctions trinoOmes
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8.1 Activité

AcTIVITE 8.1 (Fonction trindme).

Cette activité nécessite l'utilisation du logiciel Geogebra.

Sur Geogebra, créer trois curseurs nommeés a, b et ¢ pouvant varier de —5 a 5 selon des incréments de 0,1 pour a et de
1 pour b et ¢ puis, dans la zone de saisie, créer la fonction f(x) = a * x2+bx*x+c.

1. Donner a a la valeur 0. Qu’observe-t-on ?
Pour toute la suite on prendra a # 0.

2. Donner a alavaleur 1 et a b et ¢ la valeur 0.
(a) De quelle nature est la courbe obtenue ?
(b) Indiquer I'abscisse de son sommet et ses éléments de symétrie.
(c) Donner 'expression de f(x).
(d) Parlecture graphique, dresser le tableau des variations de f.
3. Donner a b et c la valeur 0 et faire varier a.
(a) Quel semble étre le «role» de a?
(b) Dans quel cas le tableau de variations de f est-il identique au précédent et dans quel cas est-il différent ?
4. Donner a ala valeur 1, a b la valeur 0 et faire varier c.
(a) Quel semble étre le «role » de ¢ ?
(b) Que peut-on dire de I'intersection de la courbe avec 'axe des ordonnées ?
(c) Démontrer par le calcul que toute fonction de la forme f(x) = ax? + bx + ¢ coupe I'axe des ordonnées en un
point dont les coordonnées ne dépendent que de c.
5. On notera xy I'abscisse du sommet de la courbe.
(a) Donner a alavaleur 1, a c la valeur 0 et faire varier b.
Compléter le tableau suivant :
b |5 |-4]-3]-2]-1]0 |1 |2 |3 |4 |5
x [ " "> 7 7 1 T /|

(b) Donner a alavaleur 2, a cla valeur 0 et faire varier b.
Compléter le tableau suivant :
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b |5 ]|-4|-3]-2]-1]0 |1 |2 [3 |4 |5
Xz 0 r b

(c) Donner a a lavaleur —0,5, a c la valeur 0 et faire varier b.
Compléter le tableau suivant :

b |5 ]|-4|-3]-2]-1]0 |1 |2 [3 |4 |5
% 0 r b

(d) Faire varier c. Cela influence-t-il x 2

(e) Conjecturer I'expression de xo en fonction de a et b.
Que peut-on dire des éléments de symétrie de la courbe dans tous les cas?

6. Régler le curseur b pour que son incrément soit maintenant de 0,1.
On admettra qu'un projectile lancé en l'air suit une trajectoire parfaitement parabolique.
Un projectile est lancé depuis une colline depuis une altitude de 400 m symbolisée par le point A(0; 4). Il doit
atteindre une cible située a 1000 m a 'altitude 0, symbolisée par le point B (10; 0). Pour des raisons de sécurité,
son altitude maximum ne doit pas dépasser 800 m.
Déterminer des valeurs de a, b et c permettant d’obtenir une courbe symbolisant la trajectoire de ce projectile et
satisfaisant toutes ces conditions.

AcTIVITE 8.2 (Forme canonique).

Cette activité nécessite l'utilisation du logiciel Geogebra.

Sur Geogebra, créer trois curseurs nommeés a, § et y pouvant varier de —5 a 5 selon des incréments de 0,5 puis, dans la
zone de saisie, créer la fonction f(x) = a * (x— )* +7.

1. (a) Danslazone de saisie, créer la fonction g(x) = 2x%2 —2x+4.
(b) Déterminer les valeurs de «, § et y telles que la courbe de f et celle de g soient confondues.
(c) Vérifier par le calcul que les deux fonctions sont bien égales.
(d) Noter I'abscisse du sommet de la courbe.

(e) Parle calcul, déterminer 'ensemble des solutions de 'équation g(x) = 0.
Comment cela se traduit-il graphiquement?

2. Mémes questions avec g(x) = —1,5x2 —6x—4,5.
3. Mémes questions avec g(x) = -0,5x%-2x—1,5.
4. (a) Conjecturer quelles doivent étre les valeurs de a et de .

(b) Par le calcul, en utilisant la conjecture précédente, déterminer les valeurs de a, 8 et y pour que la fonction
f soit égale a la fonction g(x) = 2x> —4x— 1.

(c) Déduire les valeurs exactes des coordonnées des points d’intersection de la courbe de g avec 'axe des ab-
scisses.
Vérifier si vos résultats coincident avec la courbe de la fonction sur Geogebra.

8.2 Fonction carrée

Définition 8.1. On appelle fonction carréela fonction définie pour tout réel x par f(x) = x2.

Sa courbe représentative est une parabole qui possede l'origine du repére comme sommet et 'axe des ordonnées
comme axe de symétrie.

Propriété 8.1. La fonction carrée est strictement décroissante pour x €] —oo; 0] et strictement croissante pour x €
[0; +ool.

X —00 0 +00

fw=2 N

0

Preuve. Rappelons qu'une fonction f est dite:

« strictement croissante sur un intervalle I si, pour tous a et b de cet intervalle, a < b implique que f(a) < f(b) (on dit
qu’elle conserve |'ordre) ;

« strictement décroissante sur un intervalle I si, pour tous a et b de cet intervalle, a < b implique que f(a) > f(b) (on
dit qu’elle inverse I'ordre).
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Seconde 8.3 Fonctions trinomes

Montrons que la fonction carrée est strictement croissante sur [0; +ool.
Soit 0 < a < b. Pour savoir si a® < b?, nous allons étudier le signe de a® — b?.
a’-b*=(a+b)(a-Db).

Comme a et b sont tous deux positifs, a + b est aussi positif.

Comme a < b alors a — b < 0, donc négatif.

a? — b? = (a+ b)(a - b) est donc négatif.

a’ - <0e a® < b

La fonction carrée est donc strictement croissante sur [0; +ool.

Montrons que la fonction carrée est strictement décroissante sur | —oo; 0].
Soit a < b < 0. Pour savoir si a® > b?, nous allons étudier le signe de a®— b2,
a?—b*>=(a+b)a-Db).

Comme a et b sont tous deux négatifs, a + b est aussi négatif.

Comme a < b alors a— b < 0, donc négatif.

a?—b%=(a+b)(a-b) est donc positif.

a?-b* >0 a®> b2

La fonction carrée est donc strictement décroissante sur | —oo; 0]. &

De la propriété précédente, on en déduit immédiatement :

Propriété8.2. Sia et b positifs tels que a < b, alors a® < b>.
Si a et b négatifs tels que a < b, alors a*> > b*.

8.3 Fonctions trindmes

Définition 8.2. Toute fonction pouvant s'écrire sous la forme f (x) = ax?+bx+c oi1 a # 0 est appelée fonction trinome.

Sa courbe est une parabole admettant le point d’abscisse —L comme sommet et la droite parallele a I'axe des ordon-

2a
nées passant par ce sommet comme axe de symétrie.

Propriété8.3. Toute fonction trinéme peut s'écrire sous la forme f(x) = a(x—a)? + ot a = — %. Cette forme s'appelle
la forme canonique du trinome.

On 'admettra.

Propriété 8.4. Soit f(x) = ax? + bx + ¢ une fonction trinéme. Alors f a les variations résumées dans les tableaux ci-
dessous :

e Sia>0: e Sia<O0:

Preuve. Montrons que dans le cas ou a > 0, la fonction est croissante sur

_b.
2a’

s . . . . . b 2

Ecrite sous forme canonique la fonction trinéme devient f(x) = a (x + E) + 6.

Soient x et x, tels que —% <x1<x2:

b
— <<l +—<x+—
2[1\ 1 2 X Al 2a 2 2a
2

<

2

<0< (x1 + 32 X+ 22 car les nombres élevés au carré sont positifs
a a

b 2 2
<0<a x1+—) <a x2+—) cara>0
2a 2a

2 2

+p

b
opfLalx+—
ﬁ\(l 24

+b<alx»+—
p (ZZa

< flx) < fx)
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La fonction est donc croissante sur |— % ; +00 [
Montrons que dans le cas ou a < 0, la fonction est croissante sur [—oo; - % .
. 2
Ecrite sous forme canonique la fonction trinéme devient f(x) = a (x + %) + 6.
Soient x; et x, tels que x7 < xp < —% :
b b
X1<XHmp<—ox+—<xn+—<0
2a 2a 2a
2 2
& (x1 +— > (xz +— >0 carles nombres élevés au carré sont négatifs
2 b 2
calxi+—| <alxpx+—| <0cara<0
2a 2a
2 b 2
sSalxi+—| +06<alx+—| +6<
Za) p Za) p<h

< flx1) < fx)
La fonction est donc croissante sur [—oo ;= % .
Les autres cas se démontrent de la méme maniere. &

8.4 Exercices

8.4.1 Fonction carrée

EXERCICE 8.1.
En s’aidant éventuellement de la courbe de la fonction carrée ou de son tableau de variation, compléter :

1. Six>3alorsx® .......coun.... 4. Six<-3alorsx* ............... 7. Six<lalors x> ......
2. Six<—v2alorsx® ............. 5. Six<4alorsx® ..........ou....
3. Six>2alorsx? ...l 6. Six>—-10alorsx*> ............. 8. Six>—5alors x> ....
EXERCICE 8.2. 1. Onpose: -7 < x <5V2. 2. Compléter de la méme maniere :
C?;;lpslfie;:g x<0alorS X2 ooveeeie @ Si-3<x<lalors .o xS
(b) SI0O<x<5V2alors X2 oo (b) Si-2<x<3alors .......... <P <
(c) Doncsi-7< x<5v2alors...... <x2<l, (c) Si-3<x<3alors .......... <x2<
EXERCICE 8.3.
Résoudre les équations ou inéquations suivantes :
1. x?=4; 5. x*<4; 9. 4<x*<9;
2. x*=5; 6. x*>9; 10. -1<x*<9;
3. ¥*=0; 7. x> -2; 11. 0<x*><8;
4. x*=-2; 8. x><-3; 12. 4>x*>1.

EXERCICE 8.4.

Lénoncé «si x > 2, alors x> > 4 » est appelé une implication. On dit aussi « x > 2 implique x? > 4 » ou bien « x > 2 donc

X2 >4».0nnote«x>2= x2>4n».
1. Limplication proposée est-elle vraie ? Justifier.

2. Parmi les implications suivantes, indiquer celles qui sont vraies et celles qui sont fausses.

(@ x<-1=>x*>1 () x<0=>x%2<0 () x2=2=>x=—V2oux=V?2

(b) ¥2=4=>x=2 d) x<vV3=>x%*<3

3. Traduisez par une implication les propositions suivantes :
(a) Unnombre compris entre 0 et 1 est supérieur a son carré.
(b) Sile nombre x esttel que -1 < x< 1, alors 1— x2 est positif.

(¢) Unnombre supérieur a 1 a un carré supérieur a 1.
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8.4 Exercices

EXERCICE 8.5.
Les nombres a et b sont positifs.

Lénoncé « a < b équivaut a a® < b? » signifie que a < b = a® < b* et que a® < b*> = a < b. On dit aussi «a < b si et

seulement si a? < b?.
Onnote a< b < a? < b2.

Parmi les équivalences suivantes, indiquer celles qui sont vraies et celles qui sont fausses.

1. Pourtousréels aet b, a< b < a* < b?
2. Pour tous réels négatifs a et b, a < b < a? > b?
3. Pourtousréelsaeth, a>=b* <> a=boua=-b

4, ¥*<lex<l1

8.4.2 Fonctions trindmes

EXERCICE 8.6.
On donne:
o f)=5-(x+1?;
* §X)=(x-1(2+3x);
e H(x)=(x-DR2x+1D)—(x+1).
1. Montrer que les 3 fonctions sont des fonctions
trindmes.
2. Dresser leurs tableaux de variation.
3. Indiquer les éléments de symétrie de leurs courbes
représentatives.
EXERCICE 8.7.
On donne f(x) = x? +2x—1.
1. Montrer que f(x) = (x+ 1)2-2.
2. En déduire les solutions de I'équation f(x) =0.

3. Dresser son tableau de variation en y faisant appa-
raitre les solutions précédentes.

4. En déduire les solutions de I'inéquation f(x) < 0.

EXERCICE 8.8.
On donne f(x) = X2 +2x-15 pour tout x.
1. Montrer que f(x) = (x—3)(x+5).
2. Montrer que f(x) = (x+1)?> - 16.
3. En utilsant la forme la plus adaptée :
(a) Résoudre f(x)=0.
(b) Résoudre f(x) > 9.
EXERCICE 8.9.
On donne f(x) = X2 +2V2x-6 pour tout x.
1. Montrer que f(x) = (x— 3vV2) (x + V2).
2. Montrer que f(x) = (x—/2)? - 8.
3. En utilsant la forme la plus adaptée :
(a) Résoudre f(x) =4.
(b) Résoudre f(x) <O0.
EXERCICE 8.10.
On donne f(x) = 2x%2+3x-2 pour tout x.
1. Montrer que f(x) = (2x—1)(x+2).
2. Montrer que f(x) =2 (x+3)" - 5
3. En utilsant la forme la plus adaptée :
(a) Résoudre f(x) =0.
(b) Résoudre f(x) < %.

David ROBERT

EXERCICE 8.11.
Sur le graphique ci-dessous sont tracées une droite 2 et

une parabole 22. Cette derniere représente la fonction f

définie sur R par f(x) =3— x2.

1. (a) Résoudrel’équation f(x)=0.

(b) En déduire, graphiquement, le signe de f(x) en
fonction de x.

2. (a) Déterminer la fonction affine g représentée
par 2.

(b) Résoudre, graphiquement, I'inéquation f(x) >
g(x).

3. On désire retrouver par le calcul le résultat précé-
dent.

(a) Prouver que f(x) > g(x) équivauta —x?+x+2 >
0.

(b) Vérifier que (x +1)(2—x) = — x>+ x+2.

(c) Résoudre alors I'inéquation f(x) > g(x).
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Seconde

8.4.3 Probléemes

PROBLEME 8.1.

ABCD est un carré de coté 4 cm. M est un point de [AB]
et N un point de [AD] tel que AM = DN. P est le point tel
que AMPN est un rectangle.

On cherche a trouver la position de M telle que 'aire du
rectangle AMP N soit maximale.

On note AM = x et on appelle f(x) la fonction qui donne
l'aire du rectangle AMPN en fonction de x.

1. Sur quel intervalle f est-elle définie ?
2. Donner I'expression de f(x).

3. En déduire la réponse au probleme.

D C
P

N

A M B

PROBLEME 8.2 (La méthode d’AL-KHAWARIZMI).

Pour déterminer une solution positive de 1'équation
x% +10x = 96, voici comment procédait AL-KHAWARIZMI
(mathématicien arabe du IX® 1) :

Diviser 10 par 2.

Elever ce quotient au carré.

Additionner ce carré a 96.

Prendre la racine carrée de cette somme.
Retrancher a ce résultat le quotient du début.

1. (a) Prouver que I'équation x* + 10x = 96 équivaut
a(x+5% =121

(b) En déduire que cet algorithme donne bien une
solution positive de cette équation.

2. Trouver en utilisant la méme méthode une solution
positive de 'équation x? + 8x = 2009.

3. En admettant que ce procédé donne la seule solu-
tion positive pour des équations du type x> + bx = ¢
ou b et ¢ sont deux nombres positifs, écrire un algo-
rithme qui mette en ceuvre cette méthode.

PROBLEME 8.3.

Ce probléme nécessite l'utilisation du logiciel Geogebra.
ABC est un triangle rectangle isocéle en A tel que AB =
4cm.

I est le milieu du segment [BC] et M un point variable du
segment [AB].

On pose AM =xavec0< x < 4.

On construit les points N de [BC] et P de [AC] tels que
AMNP soit un rectangle.

Le but du probleme est de comparer les aires du rectangle
AMNP et dutriangle ABI.

1. (a) Réaliser la figure sur Geogebra.

(b) Faire afficher la longueur AM, puis les aires du
rectangle et du triangle.

2. Déplacer M.
Quelle semble étre l'aire la plus grande ? Pour quelle
position de M les deux aires semblent-elles égales?
3. Prouver la conjecture précédente.

PROBLEME 8.4.
Ce probleme nécessite l'utilisation du logiciel Geogebra.
Dans un repere orthonormal, on donne le point A(0; 1) et
un point M (m; 0), libre sur I’axe des abscisses. La perpen-
diculaire a (AM) passant par M coupe 'axe (Oy) en N.
P estle point tel que OMPN est un rectangle.
Le but de l'exercice est de chercher sur quelle ligne se
trouve P lorsque M décrit I'axe des abscisses.

1. (a) Réaliser la figure sur Geogebra.

(b) Activer le mode trace pour le point P (pro-

priétés) et déplacer le point M.
(c) Conjecturer la nature de la coubre décrite par

p.

2. (a) Prouver que OMA=ONM.
(b) Calculer tanOMA et tanONM et en déduire

que ON = m?.

(c) Donner les expressions, en fonction de m, des
coordonnées de P et en déduire que P est un
point de la parabole qu’équation y = x2.

PROBLEME 8.5.
Un jardinier dispose d’'un terrain rectangulaire de 12 m sur
8m. Il désire le partager en quatre parcelles bordées par
deux allées perpendiculaires de méme largeur x. Il estime
que l'aire des deux allées doit représenter % de la superfi-
cie de son terrain.
Le but de ce probleme est de déterminer la largeur x des
allées.
1. Exprimer en fonction de x I'aire des deux allées.
2. (a) Prouver que le probleme revient a résoudre
'équation x> —20x+ 16 = 0.
(b) Vérifier que x> — 20x + 16 = (x — 10) — 84.
(c) En déduire x.

8m
-
%

12m

PROBLEME 8.6.

Une entreprise produit de la farine de blé.

On note g le nombre de tonnes de farine fabriquée avec
0< g<80.

On appelle C(g) le cott total de fabrication, R(g) la re-
cette obtenue par la vente et B(q) le bénéfice obtenu par
la vente de g tonnes de farine.

1. Sachant que chaque tonne est vendue 120 €, ex-
primer R(q) en fonction de q.

1. Il est al'origine du mot « algorithme » (qui n’est autre que son nom latinisé : "algoritmi")
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8.4 Exercices

2. Sachant que C(q) = 2¢° +10q +900 :
(a) Déterminer I'expression de B(q).
(b) Montrer que B(q) = —2(q —10)(g — 45).

3. Déterminer la quantité de farine a produire pour
que la production soit rentable.

4. Déterminer la production correspondant au béné-
fice maximal et le montant de ce bénéfice.

PROBLEME 8.7.

Le propriétaire d'un cinéma de 1000 places estime, pour
ses calculs, qu’il vend 300 billets a 7€ par séance. Il a con-
staté qu’a chaque fois qu'il diminue le prix du billet de
0,1€, il vend 10 billets de plus.

Il engage une campagne de promotion.

1. Il décide de vendre le billet 5€.

(a) Combien y aura-t-il de spectateurs pour une
séance?

(b) Quelle est alors la recette pour une séance ?

2. A quel prix devrait-il vendre le billet pour remplir la
salle? Commenter.

3. Le propriétaire envisage de proposer x réductions
de0,1€.

(a) Quel est alors le prix d'un billet en fonction de
x?

(b) Exprimer en fonction de x la recette, notée
r(x), pour une séance et vérifier que r(x) =
—x? +40x + 2100.

(c) Endéduire la recette maximale, le prix du billet
etle nombre de spectateurs a cette séance.

David ROBERT

PROBLEME 8.8.

Une société de livres par correspondance a actuellement
10000 abonnés qui paient, chacun, 50 € par an. Une étude
a montré que chaque fois qu'on augmente d'1€ le prix
de’abonnement annuel, cela entraine une diminution de
100 abonnés et chaque fois qu’on baisse d’'1€ le prix de
I'abonnement annuel, cela entraine une augmentation de
100 abonnés.

On se propose de trouver comment modifier le prix de
I'abonnement annuel pour obtenir le maximum de re-
cette.

n désigne la variation du prix de 'abonnement annuel en
euros (n est un entier relatif).

1. Exprimer en fonction de 7 le prix de I'abonnement
annuel, et le nombre d’abonnés correspondant.

2. Exprimer en fonction de n la recette annuelle de
cette socité, notée R(n).

3. Déterminer la valeur de n pour laquelle R(n) est
maximum.
Quel est alors le montant de 'abonnement annuel,
le nombre d’abonnés et la recette totale correspon-
dante?

PROBLEME 8.9.
Une zone de baignade rectangulaire est délimitée par une
corde (agrémentée de bouées) de longueur 50 m. Quelles
doivent étre les dimensions de la zone pour que la surface
soit maximale ?

zone de baignade

plage
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Nom :

Vendredi 1 avril — 1h00

Devoir surveillé n°9
Fonction carrée — Fonction trindme

EXERCICE 9.1 (4 points).

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples (QCM).
Dans cet exercice, pour chacune des questions, 3 réponses sont proposées, une seule est correcte. Pour chaque ques-
tion, cocher la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée.

Chaque bonne réponse rapporte un point, chaque réponse incorrecte retire 0,5 point, une question sans réponse n'apporte
ni ne retire aucun point. Si le total des points est négatif la note attribuée a l'exercice est 0.

1. Six>3alors... :

D...x2>9 D

2. Six>-1alors...:

D...x2>1 D

3. Six<—4alors... :

A ..2>16 A ..

4. Six<10alors... :

M ... x2>100 ..

EXERCICE 9.2 (4 points).

Résoudre les équations ou inéquations suivantes :

1. x2=9

EXERCICE 9.3 (6 points).
On donne f(x) = 2x? + 5x — 3 pour tout x.

1. Montrer que f(x) = (x+3)2x—1).

X2 <9

X2 <16

x2 <100

[J ...onne peut rien dire pour x.

[J ...onne peut rien dire pour x.

[J ...onne peut rien dire pour x.

) ...onne peut rien dire pour x°.

2. Montrerquef(x)zz(x+%)2 %'

David ROBERT
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3. En utilisant la forme la plus adaptée :
(a) Résoudre f(x)=0. (b) Résoudre f(x) =—-3. (c) Résoudre f(x) =2.

EXERCICE 9.4 (6 points).

Une entreprise produit quotidiennement des balladeurs.

On note g le nombre de balladeurs fabriqués par jour avec 0 < g < 100.

On appelle C(q) le cotit total de fabrication, R(g) la recette obtenue par la vente et B(q) le bénéfice obtenu par la vente
de g balladeurs, en euros.

On suppose que toute la production est vendue.

1. Sachant que chaque balladeur est vendu 100€, exprimer R(q) en fonction de g.

2. Sachant que C(q) = 3g°> —278q +9720 :
(a) Montrer B(qg) = —3q2 +378g —9720. (b) Montrer que B(q) = —3(q —36)(g —90).
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Chapitre 9

Fluctuations d’échantillonage
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Rappels :

o leffectif d'un résultat est le nombre de fois que ce résultat apparait;
o la fréquence d'un résultat est Ueffectif de ce résultat divisé par Ueffectif total.

9.1 Activité

ACTIVITE 9.1 (Simulations de séries de lancers de dés).

Lobjectif de cette activité est de produire des séries de 50 lancers de dé a 6 faces et d’observer la distribution des
fréquences de chacune des faces.

Pour éviter des lancers de dés qui peuvent étre bruyants, on va simuler ces lancers a I'aide de la fonction random de la
calcultrice.

1. Lafonction random de la calculatrice permet d’obtenir un nombre aléatoire comportant 10 décimales et compris
dans l'intervalle [0; 1].

(a) Faire quelques essais.
(b) Parfois la calculatrice n’affiche que 9 décimales. Pourquoi?
(c) Comment peut-on simuler le lancer d'un dé a 6 faces avec cette fonction ?
Pour la suite de I'activité, on appelera lancer de dé la simulation d’'un dé obtenu a la calculatrice.
2. Par groupe de deux éléves

(a) Lancers.
On notera les résultats dans les tableaux 9.1 page suivante.
« 1'un lance un dé 50 fois, ’autre note le résultat obtenu;
« onrecommence en permuttant les roles;
« chaque groupe de deux obtient alors deux tableaux de cinquante résultats et complete les trois tableaux
de fréquence.

(b) Graphiques.
Les graphiques sont a faire dans les reperes de la page 99.
On note en abscisses les numéros des faces du dé et en ordonnées les fréquences de chacun de chacun des
numéros.
« Faire les diagrammes des fréquences de vos résultats et de ceux de votre voisin sur un méme graphique
en utilisant deux couleurs différentes.
« Faire les diagrammes des fréquences de votre groupe sur le graphique suivant.

3. Par colonne puis pour la classe
(a) Lancers.
On notera les résultats dans les tableaux 9.2 page suivante.

« relever les résultats de tous les groupes de deux éleéves de votre colonne et compléter le quatriéme tableau
de fréquence;
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9.1 Activité Seconde

« relever enfin les résultats de tous les éléves de la classe et compléter le dernier tableau.

(b) Graphiques.
Les graphiques sont a faire dans les reperes de la page ci-contre.
« Faire les diagrammes des fréquences de votre colonne.
« Faire les diagrammes des fréquences de votre classe sur le graphique suivant.

4. Comparaison des graphiques

(a) Comparer le diagramme de vos fréquences a celui de votre voisin.
(b) Comparer le diagramme des fréquences de votre groupe a celui d’autres groupes.
(c) Comparer le diagramme des fréquences de votre colonne a celui d’autres colonnes puis a celui de la classe.

(d) Que constate-t-on?
Ce phénomene s’appelle fluctuation d’échantillonage sur des séries de taille 50.

TABLE 9.1 — Groupe de deux éleves
Tableau de fréquence de mes résultats

Mes 50 lancers lface Effectif Fréquence
2
3
4
5
6
Total 50

Tableau de fréquence des résultats de

mon voisin
Ceux de mon voisin Face Effectif Fréquence
1
2
3
4
5
6
Total 50
Tableau de fréquence de mon groupe
Face Effectif Fréquence
1
2
3
4
5
6
Total 100
TABLE 9.2 — Pour la colonne puis pour la classe
Tableau de fréquence de ma colonne Tableau de fréquence de la classe
Face Effectif Fréquence Face Effectif Fréquence
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
Total Total
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Mes fréquences et celles de mon voisin Les fréquences de mon groupe
y y
1.0+ 1.0+
0.9+ 0.9+
0.8+ 0.8+
0.7+ 0.7
0.6+ 0.6
0.5+ 0.5+
0.4 0.4
0.3 0.3+
0.2 0.2+
0.14 0.1+
S R T S S R S L R T S S R S
Les fréquences de ma colonne Les fréquences de la classe
y y
1.0+ 1.0+
0.9+ 0.9
0.8+ 0.8
0.7 0.74
0.6 0.6
0.5 0.5+
0.4 0.4
0.3 0.3+
0.2+ 021
0.1+ 0.1
0 1 j 1 1 j 1 0 1 1 1 1 j 1
0 1 2 3 4 5 6 ¥ 0 1 2 3 4 5 6 ¥
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9.1 Activité Seconde

AcTIVITE 9.2 (Intervalle de fluctuation).

Dans la classe de Seconde 14, il y a 9 garcons et 28 filles, ce qui parait disproportionné.

On peut se demander toutefois si, lorsqu’on choisit 37 éleves au hasard dans une population constituée d'une moitié
de filles et d’'une moitié de garcons, cette distribution est rare.

1.
2.

8.

100

Quelle est la fréquence des filles dans la classe de Seconde 14 2

Expliquer comment simuler le choix de 37 éleves au hasard dans une population d'une moitié de filles et d'une
moitié de garcons a I'aide de la fonction random de la calculatrice.

Procéder a cette simulation en notant le nombre de filles et de garcons obtenus et calculer la fréquence des filles
dans votre simulation (arrondie au centiéme).

Ecrire cette fréquence au tableau et noter les résultats des simulations de la classe dans le tableau ci-dessous :

Déterminer, pour cette série statistique :

(a) les valeurs extrémes, les premier et troisieme quartiles, les premier et neuvieme déciles, la médiane et la
moyenne;

(b) représenter le diagramme en boite correspondant;
(c) déterminer l'intervalle interquartile et interpréter le résultat;
(d) déterminer I'intervalle interdécile et interpréter le résultat.

D’apres ces résultats, peut-il arriver que le hasard produise une distribution comparable a celle de la Seconde 14 ?
Si oui, est-ce fréquent?

. Les résultats obtenus par la classe peuvent tres bien étre eux aussi exceptionnels, aussi a-t-on besoin d'une regle

plus objective. Nous utiliserons la propriété suivante, qu'on admettra :

PROPRIETE. Dans une population, la proportion d’'un caractére est p. On produit un échantillon de taille n de
cette population et on détermine la fréquence f du caractere dans cet échantillon.
Si p est compris entre 0,2 et 0,8 et si n est supérieur ou égal a 25, alors, dans 95 % des cas au moins, f appartient

alintervalle | p — ﬁ ;p+ # , que l'on appelle intervalle de fluctuation au seuil de 95 % (ou au risque de 5 %)

Dans notre exemple :
« Si c’est le cas, on peut avancer, au risque de 5% de se tromper, que '’échantillon (la classe) est représentatif
d’une population (le lycée) comportant une moitié de filles et d’'une moitié de garcons.
« Sicen’est pasle cas, on peut avancer, au risque de 5 % de se tromper, que I’échantillon (la classe) n’est représen-
tatif pas d'une population (le lycée) comportant une moitié de filles et d'une moitié de garcons.
Les raisons peuvent étre nombreuses :
- la classe a été volontairement constituée d’'une majorité de filles;
- la classe a été constituée en fonction des options et les filles choisissent plus souvent telle option;
- on est dans les 5 % exceptionnels et donc on se trompe en s’avancant ainsi;
- le modele choisit n’est pas le bon (la population de référence, le lycée, ne comporte pas une moitié de filles et
une moitié de garcons);
- etc.

(a) Dans notre population de référence, quelle est la valeur de p qu’on a supposée ?
(b) Quelle estla valeur de n?
(c) Déterminer alors l'intervalle de fluctuation correspondant a cette éxpérience.
(d) Quel pourcentage des fréquences obtenues par la classe appartient a cet intervalle ?
(e) Lafréquence des filles de la Seconde 14 appartient-elle a cet intervalle ?
Et si notre supposition était fausse ?

A l'administration du lycée, on peut obtenir I'information suivante : « Au Lycée Dupuy de Lome, pour I'année
scolaire 2010-2011, il y a en Seconde 524 éléves, dont 329 filles et 195 garcons ».

(a) Déterminer l'intervalle de fluctuation (toujours pour un échantillon de taille 37).

(b) Lafréquence des filles de la Seconde 14 appartient-elle a cet intervalle ? Qu’en conclure ?
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Seconde 9.2 Bilan et compléments

9.2 Bilan et compléments

Lorsqu’on étudie un caractére d'une population, la connaissance de la population entiére n’est en général pas envisage-
able (pour des raisons de temps, d’organisation ou de cotit). On doit se contenter de la connaissance d'un échantillon
de la population. Pour prendre des décisions fondées sur des théories mathématiques, il est indispensable que 1'échan-
tillon soit prélevé au hasard.

Définition 9.1. On appelle échantillon de taille n une liste de n résultats obtenus par n répétitions indépendantes
d’'une méme expérience aléatoire.

Définition 9.2. Pour une population donnée, des échantillons aléatoires produits selon le méme protocole peuvent
avoir des compositions différentes. On dit qu'il y a fluctuation d’échantillonage.

Propriété 9.1. Dans une population, la proportion d'un caractere est p. On produit un échantillon de taille n de cette
population et on détermine la fréquence f du caractere dans cet échantillon.
Si p est compris entre 0,2 et 0,8 et si n est supérieur ou égal a 25, alors, dans 95 % des cas au moins, f appartient a

Uintervalle | p — ﬁ ;p+ ﬁ , que l'on appelle intervalle de fluctuation au seuil de 95 % (ou au risque de 5 %)

9.3 Exercices

EXERCICE 9.1.
On lance deux dés et on note le plus grand des deux nombres obtenus.

1. Quels sont les résultats possibles ?

2. Avec la table de nombres aléatoires entiers de 1 a 6 donnée ci-dessous, simuler 50 lancers en expliquant votre
facon de procéder.

1 3 55 6 2 6 3 2 435 2136 3 6 1 3
6 5 2 6 4 6 4 4 2 3 6 1 2 2 3 6 4 2 1 1
4 6 3 2 5 2 2 1 5 3 6 6 4 3 3 5 5 4 1 5
5 2 3 2 3 3 5 4 3 1 6 1 6 5 4 2 5 4 2 6
4 3 4 6 1 5 2 2 1 4 3 4 5 4 1 6 4 5 1 3

3. Donner la suite des 50 résultats obtenus.

4. Calculer les fréquences obtenues pour chaque résultat possible.

5. Une simulation a I'ordinateur a donné les résultats suivants :

Face 1 2 3 4 5 6
Effectif 25 79 141 203 234 318

Comparer ces résultats a ceux de votre simulation.

EXERCICE 9.2.
Une urne contient 10 boules : cinq rouges, trois noires et deux blanches. On tire une boule et on note sa couleur et on
la remet dans I'urne.

1. Avec la table de nombres aléatoires entiers de 0 a 9 donnée ci-dessous, simuler 25 tirages en expliquant votre

méthode.
52 0 5 5 7 5 2 7 3 7 908 45 6 010
7 4 1 6 5 4 6 4 4 5 7 2 8 3 0 7 7 2 3 9
0 4954 981 9 2 4116 6 2 7 5 5 6
0o 2 3 8 311 6 6 6 0 8 2 4 4 3 2 4 9 3
3 776 93 3 5 9 2 8 3 1 51 01 7 3 0

2. Calculer les fréquences obtenues pour chaque couleur.

3. Déterminer pour chacune des couleurs 'intervalle de fluctuation pour un échantillon de taille 25.
Vos fréquences sont-elles dans ces intervalles ?
Conclure.
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9.3 Exercices Seconde

EXERCICE 9.3.
On lance deux dés et on note la somme des deux nombres obtenus.

1. Quels sont les résultats possibles ?

2. Avec la table de nombres aléatoires entiers de 1 a 6 donnée ci-dessous, simuler 25 lancers en expliquant votre
facon de procéder.

6 2 41 3 6 5 2 11 2 4 2 5 2 2 6 2 3 6
6 51 4 5 2 6 6 3 3 1 4 3 1 2 4 1 3 5 2
351415 3 435 6 4 4 2 2 6 3 5 5 6
53 3 5 16 2 1 4 2 45 1 4 4 4 3 4 5 5
6 3 3 56 4 6 6 2 2 3 41 4 3 5 1 5 4 2

3. Donner la suite des 25 résultats obtenus.
4. Calculer les fréquences obtenues pour chaque résultat possible.

5. Norbert a procédé lui aussi a une simulation de 25 lancers, avec une autre table de nombres aléatoires, et il a
obtenu les résultats suivants :

Face 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Effectif 1 1 2 2 1 4 4 4 3 1
Comparer ces résultats a ceux de votre simulation.
6. Une simulation a I'ordinateur a donné les résultats suivants :
Face 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Effectif 24 49 86 103 145 178 139 114 77 55 30

Comparer ces résultats a ceux de votre simulation.
7. Norbert pense que toutes les sommes devraient étre présentes dans une méme proportion.
(a) SiNorbertaraison, quel est 'intervalle de fluctuation pour un échantillon de taille 1000 ?
(b) Les fréquences des résultats obtenus a I'ordinateur sont-elles a 95 % dans cet intervalle ?
(c) Qu’en conclure?

EXERCICE 9.4.

D’apres le site de 'IREM de Paris 13.

Lensemble des faits évoqués ci-dessous est réel.

En novembre 1976 dans un comté du sud du Texas, RODRIGO PARTIDA était condamné a huit ans de prison pour cam-
briolage d'une résidence et tentative de viol.

Il attaqua ce jugement au motif que la désignation des jurés de ce comté était discriminante a 1'égard des Américains
d’origine mexicaine. Alors que 79,1 % de la population de comté était d’ origine mexicaine, sur les 870 personnes con-
voquées pour étre jurés lors d'une certaine période de référence, il n'y etit que 339 personnes d’origine mexicaine.

1. Déterminer I'intervalle de fluctuation correspondant a la proportion d’origine mexicaine pour un échantillon de
taille 870.

2. Lafréquence des personnes d’origine mexicaine dans les personnes convoquées est-elle dans cet intervalle 2
3. Qu’en conclure?

EXERCICE 9.5.

A Dupuy de Lome, pour la session 2009 du baccaulauréat général, il y a eu 290 recus pour 320 candidats se présentant
al'épreuve. Les fréquences des recus en Série L, ES et S étaient, respectivement, 0,766, 0,896 et 0,963.

Déterminer si les différences de réussite entre les filieres peuvent étre dues aux fluctuations d’échantillonage.

EXERCICE 9.6.

Dans le village chinois de Xicun en 2000, il est né 20 enfants dont 16 garcons. On suppose que la proportion de garcons
et de filles est la méme a la naissance dans toute 'espece humaine.

Déterminer si la fréquence des naissances de garcons dans le village de Xicun en 2009 peut étre due aux fluctuations
d’échantillonage.

EXERCICE 9.7.
Avez-vous vérifié que toutes les conditions étaient remplies pour appliquer les intervalles de fluctuation dans les deux
exercices précédents?

102 http :/lperpendiculaires.free.fr/



http://dutarte.club.fr/Sitestat/affaire%20castaneda.htm
http://perpendiculaires.free.fr/

Seconde

9.3 Exercices

EXERCICE 9.8.

Au premier tour de I'élection présidentielle francaise de mai 2007, parmi les suffrages exprimés, les proportions, en
pourcentage, pour les candidats ayant obtenu pour de 2 % des suffrages, étaient les suivantes :

Bayrou

Besancenot

De Villiers

Le Pen

Royal

Sarkozy

18,57

4,08

2,23

10,44

25,87

31,18

Cing mois plus tot, le 13 décembre 2006, 'institut de sondage BVA faisait paraitre un sondage effectué sur un échantillon

de 797 personnes dont voici les résultats, en pourc

Bayrou

Besancenot

De Villiers

entage, concernant les

Le Pen

Royal

candidats précédemment cités :

Sarkozy

7

4

2

10

34

32

. Pour quels candidats peut-on appliquer les intervalles de fluctuation parmi ceux présents au premier tour ?

1
2. Pour ces candidats déterminer les intervalles de fluctuation pour un échantillon de taille 797.
3

. Les résultats du sondage donnent-ils des fréquences appartenant a ces intervalles ?

4. Qu’en conclure?

EXERCICE 9.9.

Les résultats seront donnés au centieme.
Les données du tableau ci-dessous sont celles de I'année scolaire pour les Premiéres générales a Dupuy de Lome de

pour I'année scolaire 2004-2005 :

1ES | 1S | 1L | Total

Filles 76 92 50 218
Garcons | 43 76 | 13 132
Total 119 | 168 | 63 350

1. Ons’'intéresse d’abord a la proportion de garcons et de filles dans I'établissement.

(a) Déterminer les proportions de garcons et de filles dans le lycée cette année la.
Peut-on utiliser les intervalles de fluctuations dans le cas des filles et des garcons?

(b) Déterminer les intervalles de fluctuations pour des échantillons de tailles respectives 119, 168 et 63.

(c) Calculer les fréquences de garcons et de filles dans chacune des trois filieres.

(d) Dans quelles filieres peut-on dire, au seuil de 95 %, que la fréquence des filles et des garcons peut étre due
aux fluctuations d’échantillonage ?

2. Envous inspirant de la question précédente, déterminer pour chaque sexe sil’on peut dire, au seuil de 95 %, que
la fréquence des ES, S et L peut étre due aux fluctuations d’échantillonage.

David ROBERT
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Nom :

Vendredi 15 avril — 1h00

Devoir surveillé n°10

Fluctuations

EXERCICE 10.1 (6 points).
Une urne contient 10 boules : sept rouges, trois noires. On tire une boule et on note sa couleur et on la remet dans
I'urne.

1. Avec la table de nombres aléatoires entiers de 0 a 9 donnée ci-dessous, décrire précisément comment simuler 50
tirages.

5 8 81 3 9 3 0 6 6 1 6 3 4 4 9 1 1 6 8
6 7 2 4 3 4 0 8 5 0 9510041 91 3
26 96 61 7 8 5 3 6 71 7 6 3 9 9 1 8
6 6 3 2 2 2 3 9 9 2 6 4 2 1 7 4 6 7 5 9
31 9 855 7 49 2 9 9 058 91 1 3 3

2. Donner la liste des résultats de vos 50 simulations.

3. Calculer les fréquences obtenues pour chaque couleur.

Déterminer pour chacune des couleurs 'intervalle de fluctuation pour un échantillon de taille 50.
Vos fréquences sont-elles dans ces intervalles ?
Conclure.

EXERCICE 10.2 (14 points).

Les résultats seront donnés au millieme.

Les données du tableau ci-dessous sont celles de 'année scolaire pour les Premiéres générales a Dupuy de Lome pour
I'année scolaire 2004-2005 :

1ES | 1S | 1L | Total
Filles 76 92 50 218
Garcons | 43 76 | 13 132
Total 119 | 168 | 63 | 350

1. Déterminer les proportions d’éléves en 1ES, 1S et 1L parmi les éleves de Premiére générale au lycée cette année
1a. Peut-on utiliser les intervalles de fluctuations dans chacun de ces trois cas ?

2.

(a)

(b)

(a)

(b)

(@]

Lintervalle de fluctuation pour un échantillon de taille 132 correspondant a la proportion de 1ES parmi les
éléves de Premiere générale au lycée est I = [0,253; 0,427].

i. Calculer la fréquence des 1ES parmi les garcons en Premiére générale au lycée.
ii. Cette fréquence est-elle dans l'intervalle I?
iii. Qu’en conclure?

Lintervalle de fluctuation pour un échantillon de taille 132 correspondant a la proportion de 1S parmi les
éleves de Premiere générale au lycée est J = [0,392; 0,567].

Peut-on dire, au risque de se tromper de 5%, que la fréquence des 1S parmi les garcons peut étre due aux
fluctuations d’échantillonage ?

Déterminer l'intervalle de fluctuation pour un échantillon de taille 218 correspondant a la proportion de
1ES parmi les éléves de Premiére générale au lycée.

Déterminer l'intervalle de fluctuation pour un échantillon de taille 218 correspondant a la proportion de 1S
parmi les éleves de Premiere générale au lycée.

Peut-on dire, au seuil de 95 %, que les fréquences de 1ES et de 1S parmi les filles peuvent étre dies aux
fluctuations d’échantillonage ?

4. En premiére générale au lycée cette année 13, il y avait environ 38 % de garcons et 62 % de filles. En 1S cette année
13, il y avait environ 45 % de garcons et 55 % de filles.

11y avait donc proportionnellement moins de filles et plus de garcons en 1S qu'’il y avait de filles et de garcons
dans I'établissement.

Selon vous, en vous basant sur le travail fait dans les questions précédentes, quelle est la principale raison de ce

David ROBERT
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Chapitre 10

Equations de droite — Systémes
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10.1 Activités

ACTIVITE 10.1.
Le plan est muni d'un repere. On cherche a représenter tous les points M (x; y) du plan dont les coordonnées vérifient

y=2x-3.
1. Compléter le tableau suivant :
x| =2 | -1 | | | | 3 | 4 | 5
v | B | |
2. Placer les points correspondants dans un repére.

3. Que constate-t-on?
4. Prendre un autre point ayant la méme caractéristique. Ses coordonnées vérifient-elles 'équation y =2x—3?
5. Prendre un point n'ayant pas la méme caractéristique. Ses coordonnées vérifient-elles I'équation y =2x—3?
ACTIVITE 10.2.
Soient 91, 9,, D3, D4, D5 et P les droites d’équations :
e P1:y=3x+1; e 93:y=0,25x+1; o D5iy=—x+1;
e Doiy=1x+1; e D4:y=0x+1; e Dpiy=-2x+1;
1. Montrer que le point (0; 1) appartient a toutes ces droites.
2. Déterminer, pour chacune de ces droites, un autre point lui appartenant.
3. Placer ces points dans un repere orthogonal puis tracer les droites.
4. Quelle semble étre I'influence du coefficient du x sur «1’allure » de ces droites ?
ACTIVITE 10.3.
Le plan est muni d'un repere orthogonal.
1. Soit deux droites 2 et 2’ d’équations respectives : 2:y=—-0,5x+1et2':y=0,25x-2
(a) Indiquer siles points suivants appartiennent a la droite 2, puis aladroite 2’ : A(-2;2), B(2; —1,5), C(-3; —1)
etD(4;-1)
(b) Tracer 2 et 2’ en utilisant les résultats de la question précédente.

y=-0,5x+1

(c) Calculerles coordonnées du point d’intersection des deux droites 2 et 2’ en résolvant le systeme: { 7 =0,25x—2
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10.2 Définitions et propriétés Seconde

5x-2y=1

2. On considére le systéme : { 3x+y=5

(a) Indiquer si les couples (x; y) suivants vérifient-ils la premiere équation, la seconde ou le systéme : (—2; 2),
(2;-1,5), (=3; -1), 4; -1) et (1; 2).

(b) Ecrire chacune des deux équations sous la forme y = mx + p.
Tracer les deux droites 9; et 2, correspondant aux deux équations obtenues.

(c) Lire les coordonnées du point F, intersection de ces deux droites. Les coordonnées de F sont-elles iden-
tiques au résultat trouvé a la premiere question ?
Combien le systeme a-t-il de solutions 2

3x+y=5

3. On considere le systéme : { 6x-2y=a

(a) Représenter sur un graphique les deux équations du systéme pour a = 4 puis pour a = 0. Comment sont
situées les droites tracées ?

Combien le systéeme a-t-il de solutions ?

(b) Quelle valeur donner a a pour que les deux droites soient confondues ?

Combien le systeme a-t-il alors de solutions ? Donnez-en trois.

10.2 Définitions et propriétés

Le plan est muni d'un repere.

Théoreme 10.1. Toute droite 2 non parallele a l'axe des ordonnées est caractérisée par une relation de la forme y =
mx+ p, oit m et p sont deux nombres réels constants.

Cela signifie que :

« tout point M appartenant a la droite 2 a ses coordonnées (x; y) qui vérifient l'équation y=mx+p;

o tout point M dont les coordonnées (x; y) vérifient 'équation y = mx + p appartient a la droite 2.

On dit que y = mx + p est'équation réduite de 2.

Toute droite 2 paralléle a l'axe des ordonnées est caractérisée par une relation de la forme x = k, oui k est un nombre
réel constant.

On l'admettra.

Remarque. 1l peut y avoir plusieurs équations associées a une droite 2 telles que les points M ont leurs coordonnées
(x; ¥) qui vérifient ces équations. Par exemple si y = 2x + 3 est 'équation réduite de 2, les points de 2 ont aussi leurs
coordonnées qui vérifient I'équation : 2y = 4x + 6 puisque cette équation est équivalente a la précédente. Cependant
toutes ces équations peuvent se ramener a y = 2x + 3 qui est unique pour une droite 2 donnée.

Propriété 10.2. Soit2 une droite d'équation réduite y = mx+ p, donc non paralléle a l'axe des ordonnées, et A(xa; y4)
et B(xp; yp) deux points distincts quelconques de 2.

Alorsona:
o m= 2= et ce nombre est appelé coefficient directeur de la droite 2 ;

« le point de coordonnées (0; p) appartient a2 et le nombre p est appelé ordonnée a l'origine de la droite 2.

Preuve. On admettra le premier point.
Par ailleurs, le point d’abscisse 0 appartenant a 2 a pour ordonnée y=mx0+p = p. &

Propriété 10.3. Soit 2 une droite d'équation réduite y = mx + p, donc non parallele a I'axe des ordonnées, et A(a; b)
un point quelconque de 2.
Alors le point B(a+ 1; b+ m) appartient a 2.
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Seconde 10.3 Applications

B(a+1;b+m)

Preuve. Soit 2 une droite d’équation réduite y = mx+ p et A(a; b) un pointde Z et B(a+1; b+ m).

Montrons que B appartient a 2.

Onsaitque A(a; b)eZdonchb=mxa+p.

Cherchons I'ordonnée du point de la droite donc I'abscisse est a + 1.

Onsaitque y=m(a+l)+p=mxa+m+p=b+m.

Donc B appartient a 2. &

Propriété 10.4. SoitD et?' deux droites d’équations réduites respectives y = mx+p et y = m' x+p', donc non paralléles
a l'axe des ordonnées.
9 et D' sont paralleles (éventuellement confondues) si et seulement sim = m'.

On 'admettra.

10.3 Applications

10.3.1 Tracer une droite

Les propriétés 10.2 et 10.3 donnent un moyen simple de représenter une droite quand p n’est pas trop grand et quand
I’axe des ordonnées est disponible :

Pour construire la droite 9 d’équation y = mx+ p :
1. on place le point P (0; p);
2. on placele point Q(1; p+m);
3. on trace la droite 2 = (PQ).

Exemple 10.1. Pour tracer 2, et 9, d’équations respectives : y = %x+ 2ety=-2x+1.

« onsait que P; (0;2) € 2 ainsique Q1 (0+1;2+0,5) =(1; 2,5) (ainsique R; (1+1;2,5+0,5) = (2; 3), etc.)
« onsaitque P> (0;1) €2, ainsique Q2 (0+1;1—-2)=(1;-1) (ainsique R, (1+1; -1-2) =(2; -3), etc.)
On obtient alors le schéma page suivante.

Remarque. On peut aussi lire m de la fagon suivante : m = ﬁ—i’ ou Ay = yp — ya est la variation des ordonnées et Ax =

Xxp — x4 estla variation des abscisses entre les deux points.

o A . Lo 3_A
Ainsisim=2= % = A—;/ cela signifie que quand on augmente x de 1, y augmente de 2, ou biensi m = -3 = TS = A—;/ cela
signifie que quand on augmente x de 1, y augmente de —3, c’est-a-dire diminue de 3.

A . _1_ ﬂ . . . . _ _3_-3_ ﬂ
De méme si m = 5 = 7 cela signifie que quand on augmente x de 2, y augmente de 1, oubiensim = -3 = 3 = 31 cela

signifie que quand on augmente x de 4, y augmente de —3, c’est-a-dire diminue de 3.

Sil'axe des ordonnées n'est pas accessible, ou si p est trop grand pour que le point (0; p) apparaisse dans la fenétre, on
détermine par le calcul deux points quelconques en fixant arbitrairement deux valeurs de x.

Exemple 10.2. Pour tracer la droite 23 d’équation réduite y = —3x+ 10, on peut déterminer, par exemple, les coordon-
nées des points d’abscisses 2 et 4 :

e y=-3x2+10=4donc (2;4) € D3;

e y=—3x4+4+10=-2donc (4; -2) € D3.

On place ensuite les deux points et on trace la droite.
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10.3 Applications Seconde

10.3.2 Retrouver I'équation réduite

Inversement, ces propriétés permettent aussi de déterminer rapidement m et p et donc I'équation réduite de & :

Pour déterminer I'équation y = mx + p d'une droite 2 donnée :

1. sic’est possible, on lit 'ordonnée xp du point P, intersection de 2 avec I'axe des ordonnées etona p = xp;

2. sil’ondispose de deux points A et B appartenanta %,ona m = ﬁ—;/ ol Ay = yp—y4 estlavariation des ordonnées

et Ax = xp — x4 estla variation des abscisses entre les deux points.

3. onaalors 2 : y=mx+p.

Exemple 10.3. On donne le schéma suivant :

D3
D

o Déterminons I'équation réduitede 2, : y=mx+p:
2, coupe I'axe des ordonnées au point de coordonnées (0; —1) donc p = —1.
Par ailleurs les points de coordonnées (0; —1) et (1; 1) appartiennent a 2; donc, quand x augmente de 1, y augmente
de2,doncm=§—i’=%=2.
Finalement 2 : y=2x-1
o Déterminons I'équation réduitede 9, : y=mx+p:

9, coupe I'axe des ordonnées au point de coordonnées (0; 1) donc p = 1.
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Par ailleurs les points de coordonnées (0; 1) et (4; —2) appartiennent a 2, donc, quand x augmente de 4, y diminue

_Ay_-3__3
de3,doncm—Ax— T =%

Finalement 9, : y = —%x +1

Lorsque le point d’intersection avec 1’axe des ordonnées n’est pas visible, on dispose de deux méthodes.

1. Premiére méthode
(a) On détermine m al’aide de deux points comme précédemment;

(b) Onremplace x et y par les coordonnées d'un des deux points pour trouver p.
Exemple 10.4. Déterminons I'équation réduite de &3 : y = mx + p de cette maniére.
Les points (1; 3) et (2; —1) appartiennent a 23 donc m = i—i’ = _T4 =—-4donc Pz : y=—-4x+p.
Il ne reste qu’a trouver p.
(1; 3) € 93 donc ses coordonnées vérifient I'équation de 5 :
3=—-4x1l+pe3+d4=peT7=p.
Finalement 23 : y = —4x+7

2. Deuxieme méthode

On trouve deux points appartenant a la droite et on résoud le systéme ol m et p sont les inconnues.

Exemple 10.5. Déterminons I'équation réduite de 23 : y = mx + p de cette maniére.
Les points (1; 3) et (2; —1) appartiennent a 23 donc leurs coordonnées vérifient I'équation de 2.
On obtient le systéme suivant :
{3=mx1+p @{3=m+p
-l1=mx2+p -1=2m+p
Résolvons le.
D’apres la premiere ligne, p =3 —m.
Remplacons p dans la seconde ligne :
-1=2m+G3B-meo-1=m+3e-4=metp=3-m=3-(-4)="7.
Finalement 93 :y = —4x+7.

10.3.3 Solutions d’'un systéme
Rappels

Un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues est un systeme de la forme :

ax+by=c
ax+by=c

ouab,c, d,b,c sontdesréels donnés.

Le résoudre, c’est trouver 'ensemble des couples (x; y) qui vérifient les deux équations en méme temps.

On peut proceder :

« par substitution, c’est-a-dire en isolant I'une des deux inconnues dans une des lignes et en la remplacant (en la
substituant) dans l'autre;

» par combinaisons linéaires, c’est-a-dire en multipliant éventuellement les lignes par des réels bien choisis puis en les
ajoutant ou en les soustrayant 'une a I’autre pour faire disparaitre une inconnue.

Tout cela a déja été vu au collége.

Systemes et droites

Toute équation de la forme ax + by = ¢ peut s’écrire sous laforme x=ksib=0ouy=mx+psib #0.

On peut donc associer toute équation de ce type a une droite.

Le nombre de solutions d'un systéme est exactement le nombre d’intersections des droites associées a chacune des
équations, a savoir :

« une infinité de solutions si les droites sont confondues;

« aucune solution si les droites sont paralléles et non confondues;

 une unique solution (x; y) siles droites sont sécantes.
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10.4 Exercices Seconde

10.4 Exercices

Dans tous les exercices le plan est muni d'un repére.

EXERCICE 10.1.

La droite & est d’équation réduite y = —3x+ 0,5. Déterminer si A(150,5; —451) ou B(-73,25; —219,5) appartiennent a

2.

EXERCICE 10.2.

Dans chacun des cas suivants, dire si le point A appartient a la droite & :
1.A(%;%)et@:y=6x+%; 3. A(2;5) et :x=5; 4.A(%;%)et@:y=%;
2. A(L;-7et?: y=-3(x+2)-5;

EXERCICE 10.3.

La droite & est d’équation réduite : y = %x -1.
1. Aestle point de 2 d’abscisse 12. Quelle est son ordonnée ?

2. Bestle point de 2 d’ordonnée — % Quelle est son abscisse ?

EXERCICE 10.4.

Dans un méme repére, tracer les droites dont les équations sont les suivantes :

-@1:y=—%x+5; e P3:y=-3; -@4:y=%x—4; e 95:x=6;
e Driy=4x-2;

EXERCICE 10.5.
Dans un méme repeére, tracer les droites dont les équations sont les suivantes :

e 21:y=-5x+10; -@3:)/:%; -924:)/:%; e 95:2x—-5y=3;
e Dy y=6x-14;
EXERCICE 10.6.
Dans un méme repére, tracer les droites suivantes :
o 9) passant par A(3; 1) et de coefficient directeur —1; « 9, passant par D (0; 2) et de coefficient directeur % ;
* 9, passant par B (—3; 2) et de coefficient directeur —% ;e 95 passant par E (—2; 2) et de coefficient directeur 0;
» 93 passant par C(1; 0) et de coefficient directeur 3;
EXERCICE 10.7.
Dans chacun des cas suivants, déterminer I’équation de la droite (AB) :
1. A(1;2)etB(3;-1); 3. A(0;-1)etB(2;3); 5. A(1;3)etB(1;4); 6. A(%;i)etB(S;S).

2. A(4;4)etB(-1;2); 4., A(-2;2)etB(3;2);

EXERCICE 10.8.
Déterminer graphiquement les équations réduites des droites représentées sur le schéma suivant :

D6 D

@\\ 4+

4

Ds

7
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Seconde 10.4 Exercices

EXERCICE 10.9.
Déterminer graphiquement les équations réduites des droites représentées sur le schéma suivant :

Qf—

EXERCICE 10.10.
Pour chacun des systemes suivants :

1. déterminer sans le résoudre le nombre de solutions du systéeme;

2. résoudre ensuite le systeme.

4x—-6y=-26 -3x+4y=9-5x
: ‘%{ 5x+2y=—4 ' y“{ —-x+5y=25
—2y+6x=5 x2_y2=l
) yz{ -9x+3y=-7,5 ' %{ 3x+7y=5

3x=6y+7
: %{ 8,5-2,5x+5y =6

EXERCICE 10.11.
On donne les points A(3;4), B(-2; —-1) et C(5; —1).

1. Déterminer une équation de chacune des médianes du triangle ABC.
2. En déduire les coordonnées de son centre de gravité G.
EXERCICE 10.12. 1. Dans un méme repere, tracer les droites 21, 9,, 93 et P4 d’équations respectives : y = %x —4,
y=-3x-1, y= %x+3 et y=-3x+15.
2. Quelle est la nature du quadrilatere qui apparait alors ? Justifer.

3. Déterminer par le calcul les éventuelles intersections entre chaque couple de droite.

EXERCICE 10.13.
Le plan est muni d'un repere. Les points A, B, C, D et E sont de coordonnées respectives (0; 1), (1;4), (3;4), (1; —-2) et

2;1).
1. Montrer que les droites (AB) et (CD) sont paralléles.
2. Montrer que les points D, E et C sont alignés.

3. Que peut-on dire du quadrilatere ABCE ? Justifier.

David ROBERT 113



10.4 Exercices Seconde

EXERCICE 10.14. D E
ABCD est un carré de centre O. g
E est le symétrique de D par rapport a C. Q
Q est l'intersection des droites (OE) et (BC).

P est le milieu du segment [BE]. 0 p
On se place dans le repére (A, B, D) et on admettra que les

points A, B, C et D sont de coordonnées respectives (0; 0), A
(1;0), (1; 1) et (0; 1).

. Montrer que O a pour coordonnées (3 ; 1).

1

2. Montrer que E a pour coordonnées (2; 1).
3. Montrer que P a pour coordonnées (3; 3).
4

. On admet que Q a pour coordonnées (1; %) Montrer que les points D, Q et P sont alignés.
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Chapitre 11

Vecteurs

Sommaire
111 Translation . . . . v v v vttt it ittt ettt oot oot ettt et 115
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11.2.1 Définition—Egalité . . . . . . . .. o 116
11.2.2 Somme de deux vecteurs — Relation de CHASLES . . . . . . . . o v i it v it et et et e e et e 117
11.2.3 Vecteur nul — VECtEUIS OPPOSES . . o« v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e 118
11.3 CoOrdoNNEES ELVECIEUIS « « « « v o ¢ v o o o ¢ o s o o o o o s o o s o oo o oo s oo sonsonsesosensnns 118
11.4 Colinéarité de deUX VECLEUIS . « . ¢ v v v v v v o o v o o oo o ot o oo oo s oo osonsonsessessnns 121

11.1 Translation

Définition 11.1. Soient A et B deux points du plan.
On appelle translation qui transforme A en B la transformation qui a tout point C du plan associe 'unique point D
tel que [AD] et [BC] ont méme milieu.

EXERCICE 11.1.
Sur les figures ci-dessous :

1. Construire les images respectives de C par la translation qui transforme A en B.
Que peut-on dire du quadrilatere ABDC ? Démontrer que c’est toujours vrai.

2. Construire les images respectives de A par la translation qui transforme C en D.
Que constate-t-on?
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11.2 Vecteurs Seconde
11.2 Vecteurs
11.2.1 Définition - Egalité

Définition 11.2. On appelle vecteur AB le bipoint associé a la translation qui transforme A en B.

A est appelé origine du vecteur, B est appelé extrémité du vecteur.

Définition 11.3. Deux vecteurs sont dits égaux s’ils sont associés a une méme translation. I
On a vu dans l'exercice précédent que
« d’'une part, si D est'image de C par la translation de vecteur AB alors ABDC parallélogramme
« d’autre part que les translations de vecteur AB et de vecteur CD étaient les mémes donc que AB =CD
Ce cas est général. Ainsi :

B D A B
Propriété 11.1.
AB = CD & ABDC estun parallélogramme
A € D €
Remarque. Attention a 'ordre des lettres!
EXERCICE 11.2.
Pour chacune des figures ci-dessous, I'égalité AB = CD est-elle vraie?
A ¢ A B A
€
B
B D D c D
EXERCICE 11.3. B
Sur la figure ci-contre :
1. Construire, a partir des points A, B et C, les points
D E etF F tels s que::
A €

AB = CD EA= AB CF=BA

2. Quels parallélogrammes peut-on tracer avec ces six

points?

3. En utilisant ces six points, compléter :

4. Quelles autres égalités de vecteurs peut-on déduire ?

Notation ii

Sur le schéma ci- contre, on a AB CD = EF.
On pose alors ii=AB=CD=EF.

AB CD et EF sont appelés des représentants du vecteur ii.
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Seconde 11.2 Vecteurs

11.2.2 Somme de deux vecteurs — Relation de CHASLES

Définition 11.4. La somme de deux vecteurs i et U est le vecteur associé a la translation résultat de 'enchainement
des translations de vecteur # et de vecteur 7.

EXERCICE 11.4.
Construire ci-dessous un vecteur Le vecteur tracé ci-dessous est-il Construire ci-dessous un vecteur

égal a AB + BC. égala AB+BC? égal a AB + AC.
A
€ A B
A €
B €
B
Propriété 11.2 (Relation de B ¢ ]
CHASLES). Pour tous points A, B
etC,ona:E+B_(:‘=A_é iz
u+7v
A
Propriété 11.3 (Regle du parallélo- B D
gramme);)Poz> touﬂzoints A, B,Cet e . e
Dona:AB+AC= AD < ABCD par- ’ u ’
allélogramme. e u+7
, e i.. e
A C
EXERCICE 11.5 (Relation de CHASLES).
Compléter al'aide de la relation de CHASLES :
« IJ=IB+B... « E=F..+G... « AB+BC+CD+DE=......
« XK=XL+..K « H..=...+1] « AB=__.C+..D+......
« CD=._A+A.. « RS=R..+..8 « . Y=XJ+....+R...
« MN=..P+...... . =JK+...M
EXERCICE 11.6 (Vecteurs égaux, somme). D E F
On considere le motif représenté ci-contre.
1. Citer tous les vecteurs égaux :
(a) auvecteur AB et représentés sur ce motif; H
(b) au vecteur ITE" et représentés sur ce motif. G
2. Enn’utilisant que les lettres représentées sur ce mo-
tif, déterminer un vecteur égal au vecteur A_é + F_)E . B
3. Enn’utilisant que les lettres représentées sur ce mo- o
tif, déterminer un vecteur égal aux vecteurs suiv-
ants :
(a) AB+AH
(b) BA+BC A

(c) BC+DE
(d) BF+GF
(e) E+F_l§
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11.3 Coordonnées et vecteurs Seconde

EXERCICE 11.7 (Sommes).
Dans chacun des cas de la figure 11.1 page ci-contre, construire en couleur le vecteur i tel que i = #i+ U. Que remarque-
t-on dans le dernier cas?

11.2.3 Vecteur nul - Vecteurs opposés

Définition 11.5. On appelle vecteur nul, noté 0, tout vecteur dont son origine et son extrémité sont confondues. La
translation associée laisse tous les points invariants.
On appelle vecteurs opposés tous vecteurs i et U tels que i + U = 0. On peut noter & = —7 ou U = — .

D’apres la relation de Chasles, zﬁ + E‘l = E‘l =0.0Onadonc:

Propriété 11.4. Les vecteurs AB et BA sont des vecteurs opposés. On a donc AB=-BAetBA=—AB. |

11.3 Coordonnées et vecteurs

Définition 11.6. Le plan est muni d'un repere (O, I, J). Soient A(x4; y4) et B(xp; yp) deux points de ce plan. Alors
les coordonnées du vecteur AB sont (Xxp —Xa; YB — YA)-

EXERCICE 11.8.
Sur la figure 11.2 page suivante :

1. Donner graphiquement les coordonnées des points A, B, Cet D;

~.}

2. Déterminer les coordonnées des vecteurs suivants : AB ; A_C); O—A); OB ; O—C); @ ;0 et
Quel lien remarque-t-on entre les coordonnées d'un point M quelconque et celles de OM ?
3. Soit E tel que CE = AB.
(a) Construire E.
(b) Déterminer les coordonnées de CE.
4. Soit F tel que FD=0C.
(a) Construire F.
(b) Déterminer les coordonnées de FD.
5. (a) Construire un représentant de E + C_D)
(b) Donner les coordonnées de E, de 65 etde AB+ CD.
(c) Queremarque-t-on?

6. Déterminer les coordonnées de BD et de DB.
Que remarque-t-on?

7. (a) Construire un représentant du vecteur v = 5’4 + E‘l
(b) Déterminer ses coordonnées. Les comparer a celles de 071
(c) Comment pourrait-on noter 7 autrement ?

8. (a) Déterminer les coordonnées de K, milieu de [AD].
(b) Déterminer les coordonnées des vecteurs 1?( et ZB

(c) Queremarque-t-on?

-

Définition 11.7. Soit (O, I, J) un repére. On notera i=0I et fz O_j et on pourra parler du repére (0;7,7) .

Propriété 11.5. Le plan est muni d’un repere.
e MetOMont..........ccc.c......
5 Jerd| 5]
o Soitu= etv= ;-
y y

-

Ul = U si, et seulementsi, ......... = 00000000 et......... = 0000000000
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Seconde 11.3 Coordonnées et vecteurs

FIGURE 11.1 - Figure de I'exercice 11.7

F,
|
|

<

<

S
12

of
/

U

N
U

<

N

FIGURE 11.2 - Figure de I'exercice 11.8
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11.3 Coordonnées et vecteurs

Seconde

Propriété 11.6. Le plan est muni d’un repere.

/
it i B [ X 5
Smtu:( ),V=( / )etkunreel.
Y y
o Levecteur ti+ U a pour coordonnées ( """ )

o Levecteur kii a pour coordonnées ( """ )

Propriété 11.7. I milieu de [AB] & Al = 1 AB.

Propriété 11.8. Le vecteur nul0 a pour coordonnées (0; 0).

EXERCICE 11.9.
Sur la figure 11.3 de la présente page :

1. Placer A(2;0), B(3;1), C(—1;4) et D(-1;-2).
2. (a) Construire un représentant de AB+CD.
(b) Donner ses coordonnées.
3. (a) Construire un représentant de %B_é et de —2AD.

(b) Donner les coordonnées de B_)C etde %B_()] .

(c) Donner les coordonnées de 7&13 etde —ZfTB.

FIGURE 11.3 - Figure de I'exercice 11.9
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Seconde 11.4 Colinéarité de deux vecteurs

11.4 Colinéarité de deux vecteurs

Définition 11.8. Deux vecteurs i et ¥ sont dits colinéaires s’il existe un réel k tel que ii = kv ou tel que 7 = kii.

Remarque. Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur & (0% = 0).

EXERCICE 11.10.
ABCD est un parallélogramme.
E est le symétrique de D par rapport a C et F est le symétrique de D par rapport a A.

1. Danslerepere (A; E, A_)C), déterminer, par lecture graphique et sans justifier, les coordonnées de tous les points
de la figure.

P

2. (a) Déterminer les coordonnées des vecteurs FB et FE.
Ces vecteurs sont-ils colinéaires ?

(b) Démontrer, géométriquement, que les points F, B et E sont alignés.

3. (a) Déterminer les Coog)onnées du vecteur AC.
Les vecteurs AC et FE sont-ils colinéaires ?

(b) Démontrer, géométriquement, que les droites (AC) et (FE) sont paralleles.

Ce résultat est général. Plus précisément :
Propriété 11.9. Soient A, B, C et D quatre points du plan.
A, B,C alignés < /ﬁ et/Té colinéaires

(AB) | (CD) & AB et CD colinéaires

On a de plus la propriété suivante :

Propriété 11.10. Le plan est muni d’'un repere. Soient ti (x; y) et U (x'; y') deux vecteurs du plan. Alors :

ii et U colinéaires < xy' —x'y =0

EXERCICE 11.11 (Reprise de I'exercice 4.9 du chapitre 4).
Dans le repere (0;7,7) , on donne A(1; 2), B(3; 1,5), C(4;0,5) et D(2;0);
Montrer que ABCD est un parallélogramme.

EXERCICE 11.12 (Reprise de I'exercice 4.12 du chapitre 4).
Le plan est muni d’'un repére quelconque.
On donne les points A(-5; 3), B(—4; 1) et C(1; —4).

1. Déterminer les coordonnées de I, milieu de [AC].

2. Déterminer les coordonnées de D tel que ABCD soit un parallélogramme.

EXERCICE 11.13.
Le plan est muni du repére (O; 1, f) . Soient les points A(-9; —10), B(2;9), C(5;3), D(-1; —8) et E(3; 0).

1. Les points C, D et E sont-ils alignés ?
2. Les droites (AB) et (CD) sont-elles paralleles ?

EXERCICE 11.14.
Le plan est muni du repére (O; 1, f) . Soient les points A(2; —4), B(-1; 3), C(-3; —-2).

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs C_A, CTB) et (TA + C,Té
2. Déterminer les coordonnées du point D tel que CA+CB=0D
3. Quelles sont les coordonnées du point E tel que CE= %ﬁ) ?

4. Montrer que E milieu de [OA].

EXERCICE 11.15.
ABCD est un parallélogramme.
A’ est le symétrique de A par rapport a B et E est le milieu de [BC].

1. Déterminer les coordonnées des points A’, E et D dans le repére (A ; A_é, Zl_j)

2. Montrer que les points A’, E et D sont alignés
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11.4 Colinéarité de deux vecteurs Seconde

EXERCICE 11.16.
ABCD est un quadrilatére quelconque. I, ], K et L sont les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [D A].

1. Montrer, al'aide de la relation de CHASLES, que I_j = %A_C)

_— —

2. Montrer, al’aide de la relation de CHASLES, que LK = %AC.

3. En déduire la nature du quadrilatere IJKL.

EXERCICE 11.17. . .
ABC est un triangle quelconque. K est le milieu de [AC], I le milieu de [BK] et J le point tel que BC = 3B].

1. Faire un figure.
2. Apres avoir choisi un repere adapté, calculer les coordonnées des points K, I et J.
3. Démontrer que les points A, I et J sont alignés.

EXERCICE 11.18. N,
Soit un parallélogramme ABCD. On définit deux points E et F par : AE = %AC et AF = %AC.

1. Choisir un repére et, dans ce repere, déterminer les coordonnées de tous les points de la figure.
2. Montrer que les droites (DE) et (BF) sont paralléles.

3. On appelle I le point d’intersection des droites (AB) et (DE) et J celui des droites (CD) et (BF).
Montrer que la droite (1)) est paralléle a la droite (AD)
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Chapitre 12

Probabilités

Sommaire
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12.1 Vocabulaire des ensembles

Définition 12.1 (Intersection). Lintersection de deux en-
sembles A et B est]’ensemble des éléments qui sont com-
muns a A et B. On lanote An B.

I:‘
o

Ainsi e€ AnBsignifieec Aetec B.

Remarque. Lorsque AN B = &, on dit que les ensembles A et B sont disjoints.

Définition 12.2 (Réunion). La réunion de deux ensem-
bles A et B est 'ensemble des éléments qui sont dans A
ou dans B. On la note AU B.

I:‘
o

Ainsi e€ AU Bsignifieec Aouec B.

Définition 12.3 (Inclusion). On dit qu'un ensemble A est B
inclus dans un ensemble B si tous les éléments de A sont
des éléments de B. On note alors A c B.

On dit alors que A est une partie de B ou que A est un sous-ensemble de B.

Remarque. & et E sont toujours des parties de E (partie vide et partie pleine).

On notera & (E) 'ensemble de toutes les parties de E.
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12.2 Expériences aléatoires Seconde

Exemples. On a toujours :

e ACAUB; e ANBCA; e ANBc AUB; e INA=0J;

e Bc AuB; e ANBcB; o« JCA; e JUA=A.
Définition 12.4 (Complémentaire). Soit E un ensemble E

et A une partie de E. Le complémentaire de A dans E est

I'ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a @ a
A. On le note A.

Remarque. AUA=FEet AnA=0.

Définition 12.5 (Cardinal). Le nombre d’éléments d'un ensemble fini E est appelé cardinal de E. Ce nombre est noté
Card(E). On convient que Card(&)=0.

Exemple. SiE=1{0;1;2;3;4;5} alors Card(E)=6.

Remarque. Lanotion de cardinal ne s’applique pas aux ensembles infinis (comme N, Z, Q, R, etc.).

12.2 Expériences aléatoires

12.2.1 Issues, univers

Définition 12.6. Lensemble de toutes les issues d'une expérience aléatoire est appelé univers (ou univers des possi-
bles). On note généralement cet ensemble Q.

A notre niveau, Q sera toujours un ensemble fini.

Exemples. « Onlance un dé et on regarde la face obtenue : Q = {1;2; 3; 4; 5; 6}

» Onlance un dé et on regarde si le numéro de la face obtenue est pair ou impair : Q = {P; I}
« Onlance une piece de monnaie : Q = {P; F}

» Onlance deux piéces de monnaie: Q = {PP; PF; FP; FF}

e Onlancedeuxdés: Q={(i;j)oul<i<6etl<j<6}

Remarquons qu'une méme expérience peut déboucher sur des univers différents suivant les hypothéses faites : par
exemple, si on lance deux dés et qu’on fait le produit P ou la somme S des deux chiffres obtenus, on obtient respective-
ment :

5;6;8;9;10;12;15;16; 18; 20; 24; 25; 30; 36} ;
;6;7;8;9;10; 11;12}.

» Oy

12.2.2 Evénements

Exemple : on lance deux dés et on considére la somme S obtenue. Lensemble de toutes les issues possibles (univers)
est2=1{2;3;---;11; 12}.
Le tableau 12.1 page suivante définit le vocabulaire relatif aux événements (en probabilité) :

12.3 Loi de probabilité sur un univers Q

12.3.1 Cas général

Définition 12.7. Soit Q = {w;; w2; -+ ; w,} 'univers d'une expérience aléatoire.

Définir une loi de probabilité P sur Q, c’est associer, a chaque événement élémentaire w;, des nombres p; € [0; 1],
appelés probabilités, tels que :

« Y pi=pr1+pattpn=1;

1
« la probabilité d'un événement A, notée p(A), est la somme des probabilités p; des événements élémentaires w;
qui constituent A.

Remarque. On note aussi: p; = p({lw;}) = p(w;).
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Seconde 12.3 Loi de probabilité sur un univers Q

TABLE 12.1 — Vocabulaire relatif aux événements en probabilité

Vocabulaire Signification Nlustration
Lune des issues de la
Evénement t?lementalre situation étudiée (p,artle de Q Obtenir 7: w = {7}
(noté w) ne contenant qu'un seul
élément)
Obtenir un nombre pair :
A=1{2;4;6;8;10; 12}
Obtenir un multiple de trois :
Fvénement Ensemble de plusieurs issues B=1{3;6;9;12}
(notation quelconque) (partie de Q) Obtenir une somme supérieure a 10 :

C=1{10;11;12}
Obtenir une somme inférieure a 6 :
D=1{2;3;4;5;6}

C’est un événement qui ne
peut pas se produire (partie | «Obtenir 13 » est un événement impossible.
vide de Q)

C’est un événement qui se
produira obligatoirement

Evénement impossible
(noté @)

Evénement certain « Obtenir entre 2 et 12 » est un événement cer-

noté Q . ) . tain.
( ) (partie de Q égale a Q)
Evénement constitué des
Evénement «A et B issues communes aux 2
e ” . : . ANB=16;12}
(noté An B) événements (intersection de
deux parties de Q)
Evénement constitué de
Evénement «A ou B » toutes les issues des deux
L iy L. AUB=1{2;3;4;6;8;9;10; 12}
(noté AU B) événements (réunion de
deux parties de Q)
- Ce sont des événements qui
Evénements n'ont pas d’éléments en
incompatibles p S CnD =@ donc C et D sont incompatibles. Par
commun (parties disjointes
(on note alors , g contre, A et B ne le sont pas.
de Q, c’est-a-dire dont
ANB=02) . . .
I'intersection est vide)
o n événemen i A 4 - .
Evénements C? sont deltl')i)levede tel ts Ici, A représente 1'événement « obtenir une
. incompatibles dont la i i .
contraires p somme impaire ». On a alors :

réunion forme la totalité des | «+ An A= @ (ensembles disjoints)
issues (parties de Q disjointes | « AUA=Q
dont la réunion est égale a Q)

(I'événement contraire
de A se note A)

Décrire la loi de probabilité revient a indiquer, pour chaque événement élémentaire, sa probabilité. On la présente
généralement sous forme de tableau.

Exemple. Soit un dé truqué dont les probabilités d’apparitions des faces sont données par le tableau suivant :

Issue w 1 2 3 4 5 6
Probabilité p(w) | 0,05 | 0,05 | 0,1 | 0,1 | 0,2 | inconnue

1. Calculer la probabilité de I'événement A = « obtenir un résultat inférieur ou égal a 4 ».
D’apres la définition, p(A) = p(1) + p(2)+ p(3) + p(4) =0,3 1

2. Calculer la probabilité d’obtenir 6 :
D’apres la définition, p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5) + p(6) = 1, donc p(6) =0,5.

Propriété 12.1. Soit A et B deux événements de (2, alors :
» p(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB); o p(A)=1-p(A).

Remarque. Comme, par définition, la probabilité de I'événement certain est 1 alors la probabilité de I'événement im-
possible, qui est son contraire, est 0.

1. La notation rigoureuse est p({1}) mais on peut noter p(1) quand iln'y a pas de risque de confusion.
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12.4 Exercices Seconde

12.3.2 Cas particulier : 'équiprobabilité

Définition 12.8. Lorsque toutes les issues d'une expérience aléatoire ont méme probabilité, on dit qu'’il y a équiprob-
abilité ou que la loi de probabilité est équirépartie.

Dans ce cas, la régle de calcul de la probabilité d'un événement A est la suivante :

Propriété 12.2. Dans une situation d'équiprobabilité sur un univers Q, pour tout événement élémentaire w et tout
événement Aona:

nombre d'issues favorables  Card(A)
nombre d’issues possibles ~ Card(()

. po) = . pA)=

1
Card(Q)

Certaines expériences ne sont pas des situations d’équiprobabilité, mais on peut parfois s’y ramener tout de méme.

Exemple. On lance deux dés équilibrés et on s’intéresse a la somme des deux dés.

Lunivers est Q = {2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11; 12} mais il n'y a pas équiprobabilité car chaque événement n'a pas la
méme probabilité. Ainsi il est plus difficile d’obtenir 2 que 7.

On se ramene a une situtation d’équiprobabilité : chaque dé étant équilibré, on a équiprobabilité sur chaque dé (chaque
face a une probabilité de %).

Il reste a déterminer la facon d’obtenir chaque somme. Le tableau ci-dessous résume les possibilités pour chaque dé et
la somme obtenue :

dé2
dé1 1123 4 5 6
1 21314] 5 6 7
2 3|14|5]| 6 7 8
3 415|6| 7 8 9
4 5(6|7| 8| 9110
5 6|78 9 10 | 11
6 7181910 11 | 12
Chaque « case » étant équiprobable (%) on obtient :
w; 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Total
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
Pi |1 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

12.4 Exercices

EXERCICE 12.1.
On jette un dé dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on s’intéresse au numéro apparaissant sur la face supérieure.

1. Décrire 'ensemble Q, univers associé a cette expérience aléatoire.

2. Ecrire sous forme de partie (d’ensemble) de Q les événements :
+ A:«obtenir un numéro inférieur ou égal a 2 »;
« B: «obtenir un numéro impair »;
o C:«obtenir un numéro strictement supérieur a 4 ».

3. Pour chacun des événements suivants, les écrire sous forme de partie de Q et les décrire par une phrase la plus
simple possible.

e« AUB; « AUC; ¢« CUB; -E; « ANC;
e« ANB; e ANC; « CNB; e« AUC;
EXERCICE 12.2. (a) Combien y a-t-il d’éventualités dans A?

On choisit au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes. (b) Combien y a-t-il d’éventualités dans P?

1. Combien y a-t-il d’issues possibles ? . o
(c) Traduire par une phrase les événements An P

2. On considere les événements :
On considere les événements et AUP.

e A:«obtenirunas»;
« P:«obtenir un pique ». (d) Déterminer Card(An P) et Card(AU P).
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EXERCICE 12.3.
E est'’ensemble des nombres de 1 a 20 inclus. On choisit au hasard I'un de ces nombres.

1. Quelle est la probabilité des événements suivants : 2. Calculer la probabilité de :
o A:«il estun multiple de 2 » « ANB;
e B:«ilest un multiple de 4 » e AUB;
o C:«il estun multiple de 5» « ANC;
o D: «il est un multiple de 2 mais pas de 4 » « AUC.

EXERCICE 12.4.

Pour se rendre a son travail, un automobiliste rencontre trois feux tricolores. On suppose que les feux fonctionnent de
maniere indépendante, que 'automobiliste s’arréte s'il voit le feu orange ou rouge et qu'’il passe si le feu est vert. On
suppose de plus que chaque feu est vert durant un temps égal a rouge et orange (autrement dit, I'automobiliste a autant
de chance de passer que de s’arréter).

1. Faire un arbre représentant toutes les situations possibles.
2. Quelle est la probabilité que I'automobiliste ait :
(a) les trois feux verts? (b) deux des trois feux verts ?
EXERCICE 12.5.

Deux lignes téléphoniques A et B arrivent a un standard.
On note :

o Ej:«laligne Aestoccupénr; » E5:«laligne B est occupée ».

Apres étude statistique, on admet les probabilités :

» p(E1)=0,5; » p(E2)=0,6; * p(E1NE2)=0,3.
Calculer la probabilité des événements suivants :

o F:«laligne Aestlibre»; o H:«uneligne au moins est libre ».

» G:«une ligne au moins est occupée »;

EXERCICE 12.6.

On consideére un jeu de 32 cartes (la composition d'un jeu de 32 cartes est la suivante : 7; 8; 9; 10; valet; dame; roi; as
pour chacune des 4 « couleurs » : coeur ; carreau; trefle et pique.)

On tire, au hasard, une carte du paquet, chaque carte ayant autant de chance d’étre choisie. On considere les événe-
ments suivants :

e V :«Obtenir un valet »; o F:«Obtenir une figure 2y, ¢ T :«Obtenir un trefle ».

1. Calculer les probabilités suivantes :

« p(V); « p(F); » p(D).
2. Décrire'événement F N T puis calculer sa probabilité p(Fn T).

En déduire la probabilité p(F u T) d’obtenir une figure ou un treéfle.

3. Décrire'événement F et calculer (simplement!) sa probabilité p(F).

EXERCICE 12.7.

Un couple de futurs parents décide d’avoir trois enfants. On fait 'hypothése qu’ils auront, a chaque fois, autant de
chances d’avoir un gar¢on qu’'une fille et qu’il n'y aura pas de jumeaux. Calculer la probabilité des événements :

¢ A: «ils auront trois filles »; o C:«ilsauront au plus une fille »;

e B : «ils auront trois enfants de méme sexe »; e D: «les trois enfants seront de sexes différents ».

EXERCICE 12.8.
Un dé (a 6 faces) est truqué de la facon suivante : chaque chiffre pair a deux fois plus de chance de sortir qu'un numéro
impair.
1. Calculer la probabilité d’obtenir un 6.
2. On lance deux fois le dé.
(a) Calculer la probabilité d’obtenir deux fois un chiffre pair.

(b) Calculer la probabilité d’obtenir deux fois un 6.

2. Les figures sont les valets, les dames et les rois
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EXERCICE 12.9.
Un sac contient quatre jetons rouges, trois jetons verts et deux jetons bleus.

1. On tire des jetons, avec remise apres tirage, jusqu’a obtention d’un jeton de méme couleur qu'un des jetons
précédemment tirés.
Calculer la probabilité que les deux jetons de méme couleur soient bleus.

2. Méme question si on tire les jetons sans remise.
EXERCICE 12.10.

Dans une loterie, 100 billets sont vendus et il y a 7 billets gagnants. Quelle est la probabilité de gagner au moins un lot
si on achete :

e Un billet? e Deux billets?

EXERCICE 12.11.
Les données du tableau ci-dessous sont celles de I'année scolaire pour les Premieres générales a Dupuy de Lome pour
I'année scolaire 2004-2005 :

1ES | 1S | 1L | Total
Filles 76 92 | 50 | 218

Garcons | 43 76 | 13 132
Total 119 | 168 | 63 350

Les fiches de tous les éleves, indiquant leur filiére et leur sexe, sont rangées dans un armoire et on prend au hasard dans
cette armoire une fiche.
1. Déterminer les probabilités des événements suivants :
o A:Lafiche est celle d'une fille;
e B:Lafiche est celle d'un éleve en 1S;
» C:Lafiche est celle d'un garcon et d'un éleve en 1L;
o D:Lafiche est celle d'une fille ou d'un éleve en 1ES.
2. Décrire avec une phrase les évenements suivant puis donner leur probabilité :

o A; e ANB; « AUB.
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Nom :

Lundi 30 mai— 1h00

Devoir surveillé n°11

Probabilités — Vecteurs

EXERCICE 11.1 (7,5 points).

Un magasin fait une étude sur les modes de paiement des clients et les montants m des achats (en euros) et obtient les

résultats suivants :

Carte bancaire Especes Cheque Total
m<10 18 12 0 30
10<m<20 18 8 7 33
m>20 30 0 7 37
Total 66 20 14 100

Une caissiere enregistre un achat.

1. Déterminer les probabilités des évenements suivants :

o A:«C’estun achat d'un montant strictement supérieur a 20€ »;

» B:«C’estun achat payé par carte bancaire »;
o C:«C’estun achat d'un montant compris en 10€ et 20 € et payé en especes »;

o D:«C’estun achat payé par cheque ou d'un montant compris en 10€ et 20€ ».

2. Décrire avec une phrase les évenements suivant puis donner leur probabilité :

.A,

EXERCICE 11.2 (5 points).

e ANB;

e« AUB.

On suppose qu'a chaque naissance il y ala méme probabilité d’avoir une fille ou un garcon et on s’intéresse aux familles
de deux enfants qui n'ont pas eu de jumeaux.

1. Faire un arbre décrivant toutes les issues possibles.

2. Déterminer les probabilités des évéenements suivants :
» A:«Les deux enfants sont des garcons »;
e B: «Les deux enfants sont de méme sexe »;
e C:«lIlyaaumoins un gargon»;
o D:«llyaau plus une fille »;
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EXERCICE 11.3 (7,5 points).

On donne sur la figure 11.1 de la présente page un triangle ABC non aplati.

On se place pour tout I'exercice dans le repere | A; A_é, A_C))

Les points A, B et C ont donc pour coordonnées respectives (0; 0), (1; 0) et (0; 1).

On définit les points D, E, I et G de la maniere suivante :
« D estle point tel que CD = %E,
« Eestle point tel que AE = AB+ 1 AC;

1. Construire les points D, E, I et G.
2. Coordonnéesde D, E et I.

(a) Soient (xp; yp) les coordonnées de D.

|

(b) Démontrer E a pour coordonnées (1; %)

o)

N [—

. . Xp
Expliquer pourquoi on a ( ) =
yp-1

En déduire que xp = % etque yp =1.
(c) En déduire que les coordonnées de I sont (% ; %)

3. (@) Montrer que les coordonnées du vecteur BC sont (

N 1
(b) Montrer que les coordonnées du vecteur ED sont ( 12

(c) Montrer que les vecteurs Fé et 1?15 sont colinéaires.
(d) Que peut-on en déduire?
4. Montrer que les points A, G et I sont alignés.

5. Montrer que GBIC est un parallélogramme.

FIGURE 11.1 - Figure de I'exercice 11.3
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Chapitre 13

Fonction inverse
Fonctions homographiques
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13.1 Activités

AcTIVITE 13.1 (Fonction inverse).

Chauge année, un célebre magazine automobile organise le concours du véhicule écologique le plus performant. Il
s’agit de parcourir un kilometre sur une piste aménagée, avec comme seul carburant de I'’eau, du vent ou du soleil. On
désigne par v la vitesse moyenne d'un véhicule (en kilomeétres par heure) et par f(v) le temps (en heures) nécessaire
pour parcourir la piste.

On rappelle que la vitesse moyenne v est donnée par % ol d désigne la distance parcourue et ¢ le temps mis pour
parcourir cette distance.

1. (a) Donner I'expression de la fonction f en fonction de la vitesse v.
(b) Compléter le tableau suivant :
v 01 ]025| 05 | 0,75 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fw

(c) Letableau précédent est-il un tableau de proportionnalité ?

2. (a) On se place dans un repere orthornormé ol une unité représente 1 kilometre par heure en abscisse et 1
heure en ordonnée. Représenter graphiquement la fonction f dans ce repére.

(b) Reconnait-on la représentation graphique d'une fonction affine ? D’une fonction trinéme ?

3. Cette année, deux véhicules se sont particulierement distingués : le véhicule « Solaria 2200 » et le véhicule « Wind-
Bolide ».

(a) Solaria 2200 a parcouru la piste a la vitesse de 9,5 kilometre par heure. Donner un encadrement de son temps
de parcours.

(b) WindBolide, quant alui, a eu besoin de 3 heures pour faire le parcours. Donner un encadrement de sa vitesse
moyenne.
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13.2 Fonction inverse Seconde

AcTIVITE 13.2 (Fonction homographique).

La petite station balnéaire de Port-Soleil est de plus en plus fréquentée. Aussi pour satisfaire les vacanciers, le maire
a-t-il décidé d’agrandir l'aire de jeu. Actuellement, cette aire a la forme d'un carré de 5 metres de coté. Le responsable
du projet propose d’allonger chacun de ses cotés pour lui donner la forme rectangulaire ci-dessous :

extension
ancienne

aire

5 X

1. Exprimer 'aire de cette nouvelle aire de jeu en fonction de x et y.

2. Les contraintes budgétaires de la commune font que la surface de la nouvelle aire de jeu devra étre de 100 metres
carrés.
< _ 100
Démontrer que y = -7 —
Quelle information le maire doit-il donner a 'entrepreneur : x, y ou les deux?

100 _g

3. On considere la fonction f définie pour x > 0 par f(x) = =

(a) Lavaleur de y estlimitée a 5 metres par le bord de mer. Quelles sont les valeurs possibles pour x ?
(b) Représenter la fonction f avec la calculatrice sur I'intervalle [5; 15].
(c) Quelles semblent étre les variations de f sur I'intervalle [5; 15] ?

(d) Parmi les deux valeurs suivantes de x, laquelle donne a la nouvelle aire de jeu la plus grand périmetre :
Xx1=bmoux;=10m?

13.2 Fonction inverse

Définition 13.1. On appelle fonction inversela fonction définie pour tout réel x # 0 par f(x) = %

Sa courbe représentative est une hyperbole.

Propriété 13.1. La fonction inverse est strictement décroissante pour x €] — oo; 0[ et strictement décroissante pour
x €]0; +ool.

X —00 0 +00
1
fx) = p \ \

Preuve. Rappelons qu'une fonction f est dite strictement décroissante sur un intervalle I si, pour tous a et b de cet

intervalle, a < b implique que f(a) > f(b) (on dit qu’elle inverse I'ordre). Soient x et y deux réels non nuls.

1_1_Jy _ x _)y=X

Xy T Xy xy T oxy

. y—x

e Six<y<Oalors y—x>0etxy>0donc T >0
sante sur | —oo; 0[.

. SiO<x<yalorsy—x>0etxy>0d0ncyx;yx >0©%—$>0©
sante sur |0; +ool.

% - % >0 % > % donc la fonction est bien strictement décrois-

==

> % donc la fonction est bien strictement décrois-
&

De la propriété précédente, on en déduit immédiatement :

Propriété 13.2. Sia et b positifs tels que a< b, alors L > 7.

. L 1.1
Si a et b négatifs tels que a < b, alors > 4.

132 http :/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

Seconde 13.3 Fonctions homographiques

13.3 Fonctions homographiques

ax+b
cx+d

Définition 13.2. Toute fonction pouvant s’écrire sous la forme f(x) = est appelée fonction homographique.

Elle est définie pour tout x tel que cx +d # 0, c’est-a-dire sur ] —00; —% [ U ] —% ; +oo[
Sa courbe est une hyperbole.
Propriété 13.3. Toute fonction trinome peut s'écrire sous la forme f(x) = ﬁ +B.

On l'admettra.

Propriété 13.4. Soit f(x) = % une fonction homographique. Alors f a les variations résumées dans l'un des tableaux
ci-dessous :

X —00 - +00 X —0o0 —_— +00

ax+b ax+b
fo=—— \ \ f)=—— / /

On 'admettra.

d
Cc

13.4 Exercices

13.4.1 Technique

EXERCICE 13.1.
En s’aidant éventuellement de la courbe de la fonction inverse ou de son tableau de variation, compléter :

1. Six>3alors ........ T 4. Six<-3alors ....... T oeeees 7. Six<1lalors ........ % ........
2. Six<—v2alors ...... 1 5. Six<4alors ........ 1
3. Six>2alors ........ % ........ 6. Six>-10alors ....... % ....... 8. Six>-5alors ....... % .......

EXERCICE 13.2.
On considére les fonctions f et g définies pour tout x non nul par f(x) = % etg(x) = —%.

1. (a) Tracer la courbe représentative de f sur la calculatrice ? Que peut-on conjecturer concernant les variations
de f?
(b) Soient0< a<b.
Que peut-on dire alors de 1 etde 3 ?
Que peut-on dire alors de 4 x % etde4 x % ?
En déduire le sens de variation de f sur ]0; +oo].

(c) Faire de méme en partantde a< b <0.
2. Mémes questions avec la fonction g.

EXERCICE 13.3.
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes, en justifiant votre réponse :

1. Une fonction homographique est toujours définie sur R*.

2. Une fonction homographique peut étre définie sur R privé de 1 et 3.
3. Lafonction f(x) = 120__’; est une fonction homographique.

4. Lafonction g(x) = 2_25 i 4_10 — est une fonction homographique.
5. Lafonction h(x) = ﬁ + ﬁ est une fonction homographique.

6. Lafonction i(x) = % est une fonction homographique.
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EXERCICE 13.4.
Déterminer les ensembles de définition des fonctions homographiques suivantes et les valeurs de x pour lesquelles
elles s’annulent :

. 3x+1 . 2x+3
« fix 2x44 « h:x Sxtd

. X+ L X—
c 8- X x4 *lX 3x+1

EXERCICE 13.5.
Résoudre les équations et inéquations suivantes :

2x+1 _ 3x+4 _ 5x=2

1. ===0 4. == =8 7. %<0
—x+4 _ x=4 _ _ 3x

2. 24 =0 5 &2=-2 8. 25 >0
=3x+4 _ 2x-5 2x-10

3. —-2x-1 " 2 6. x—6 =0 9. 11x+2 <0

13.4.2 FEtudes de variation de fonctions homographiques
EXERCICE 13.6.
e R . _ x+4
On s’intéresse a la fonction f telle que f(x) = £37.
1. Déterminer son ensemble de définition.
2. Démontrer que pour tout x # —lona f(x) =1+ %

3. Soientaetbtelsque —1<a<b.

(a) Compléter successivement les encadrements successifs :

< a < b
a+1 ... b+1
1 1
a+1 o b+1
3 3
a+1 b+1
3 3
14— ... 1+—-
a+1 b+1
fl@ ... f)

(b) En déduire le sens de variation de f sur ] —1; +ool.

4. Déterminer de la méme maniere le sens de variation de f sur] —oo; —1[.

EXERCICE 13.7.
On s’intéresse a la fonction f telle que f(x) = ﬁ—:;
1. Déterminer son ensemble de définition.
2. Démontrer que pour tout x # —2ona f(x) =1- x_}rz
3. En utilisant une des deux expressions de f, résoudre les équations ou inéquations suivantes :
(@ f(x)=0 b) fx)=1 (© f<0

4. Soient aet btelsque -2<a<b.

(a) Compléter successivement les encadrements successifs :

< a < b
a+2 ... b+2
1 1
a+?2 o b+2
1 1
a+2 b+2
1 1
- .. 11—
a+2 b+2
f(a) f(b)

(b) En déduire le sens de variation de f sur ] —2; +ool.

5. Déterminer de la méme maniére le sens de variation de f sur ] —oo; —2|[.
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EXERCICE 13.8.

On s'intéresse a la fonction f telle que f(x) = 2>

3—x°

1. Déterminer son ensemble de définition.

2. Démontrer que pour tout x #3 on a f(x) = - —

3-x
3. Soientaetbtelsque3<a<hb.

(a) Compléter successivement les encadrements successifs :

< a < b
—-a -b
3—-a 3-b

1 1
3—-a 3-b

1 1

2 ... —=2

3—-a 3-b
fla@ e fb)

(b) En déduire le sens de variation de f sur ]3; +ool.

4. Déterminer de la méme maniere le sens de variation de f sur ] —oo; 3[.

EXERCICE 13.9.

On s’intéresse a la fonction f telle que f(x) = 2=,

x+3 °

1. Déterminer son ensemble de définition.
2. Démontrer que pour tout x # -3 ona f(x) =2— ﬁ

3. Déterminer le sens de variation de f sur]—3; +ool.

13.4.3 Problémes

EXERCICE 13.10.
ABC est un triangle, M est un point du segment [AB] et N est le point de [AC] tel que (M N) || (BC).
On donne AB = x, MB =2 et MN =4 et on suppose que x > 2.

1. Exprimer la longueur BC en fonction de x.
2. On appelle ¢(x) la longueur BC.
(a) Montrer que ¢(x) =4+ %.
(b) Démontrer que la fonction ¢ est décroissante sur ]2; +ool.
3. Calculer x pour que BC =5.
4. Peut-on avoir BC =1000?

EXERCICE 13.11.
Lors d'un branchement en paralléle (on dit aussi en dérivation) de deux résistances R; et Ry, les physiciens savent
qu'une loi permet de remplacer ces deux résistances par une seule résistance R a condition qu’elle vérifie la relation :

1 1 1
— = — 4+ —
R R R
Dans cet exercice, les résistances sont exprimées en ohms, avec R =2 et Ry = x.

5 = 2x
1. Démontrer que R = =5.

2x

2. On considere la fonction r définie sur [0; +oo[ par r(x) = =5.

_ 4
(a) Montrer que r(x) =2 - .
(b) Démontrer que r est croissante sur [0; +ool.
(c) Démontrer que pour tout x positifona 0 < r(x) < 2.
(d) Dresser la tableau des variations de r.

3. Comment choisir R, pour avoir R=1,5Q.
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Chapitre 14

Enroulement de la droite des réels sur le
cercle trigonométrique

Sommaire
14.1 Enroulementde ladroitedesréels . . . . . . v v i v it it it it e e e e e e 137
14.2 Une nouvelle unité de mesuredesangles:leradian. . . . . . ... ... .. 0ttt 138
14.3 Cosinusetsinus d'unréel X . . . . . v v v vttt ittt ittt ittt e e e 138

14.1 Enroulement de la droite des réels

Définition 14.1 (Orientation d'un cercle, du plan, cercle trigonométrique). On se place dans le plan.

« Orienter un cercle, c’est choisir un sens de parcours sur ce cercle appelé sens direct (ou positif). Lautre sens est
appelé sens indirect (négatif ou rétrograde).

« Orienter le plan, c’est orienter tous les cercles du plan dans le méme sens. L'usage est de choisir pour sens direct le
sens contraire des aiguilles d'une montre (appelé aussi sens trigonométrique).

« Un cercle trigonométrique est un cercle orienté dans le sens direct et de rayon 1. Lorsque le plan est muni d'un
repere (O;'i, ]’), le cercle trigonométrique est le cercle orienté dans le sens direct, de centre O et de rayon 1.

ACTIVITE 14.1.

Soit un repére orthonormal (O; 7, f), le cercle € de centre
O et de rayon 1 et la droite D d’équation x = 1 qui coupe
I'axe (Ox) en I.

Atoutnombre a, on associe le point M dela droite D, d’ab-
scisse 1 et d'ordonnée a.

«Lenroulement » de la droite D autour du cercle ¥ met T
en coincidence le point M avec un point N de 6.

Plus précisément, si a est positif, le point N est tel que

N
IN = IM = a, l'arc étant mesuré dans le sens inverse des
aiguilles d’'une montre et, si a est négatif, le point N est N

- \ |
<

N
tel que IN = IM = |al, 'arc étant mesuré dans le sens des
aiguilles d'une montre.
Le point N est le point du cercle €6 associé au nombre a.

1. Placer les points M, M,, Mz, My, Ms, Mg, M7,

Mg, My de la droite D dont les ordonnées respec- (0]

tives sont : 0;5;~7; %;—3;7;—m; 27 et — 27 (refaire
le dessin sur sa feuille au besoin).

2. Placer les points Ny, Ny, N3, Ny, N5, Ng, N7, Ng, Nog
du cercle associés a ces nombres.

3. Indiquer un nombre associé a chacun des points I,
J, B(—1;0) et B'(0;-1).

4. Existe-t-il plusieurs nombres associés a un méme
point? Donner quatre nombres associés au point J.
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14.2 Une nouvelle unité de mesure des angles : le radian

Seconde

14.2 Une nouvelle unité de mesure des angles : le radian

Dans la suite du chapitre, on suppose que le plan est orienté dans le sens trigonométrique.

Définition 14.2. La mesure d'un angle en radian est égale a la longueur de I'arc de cercle que cet angle intercepte sur

le cercle trigonométrique.

— N
Avec les notations de I'activité précédente, la mesure de I'angle JON en radian est égale a la longueur IN, c’est-a-dire a

a.

EXERCICE 14.1.
Compléter le tableau suivant :

N
Mesure de 'arc IN 0

ol

NS

wl

NS

27

Mesure en radian de 'angle ION

Mesure en degré de I'angle ION

14.3 Cosinus et sinus d’un réel x

ACTIVITE 14.2.
Compléter le tableau suivant :

m
Mesure de I'arc IN 0

ol
1N

wl

NS

27

Abscisse de N

Ordonnée de N

Définition 14.3. Soit x unréel et N (x,; y,,) le point qui lui est associé par enroulement sur le cercle trigonométrique.

Alorsona:

cosx=x, Ssinx=yy,

et, quand cosx #0,tan x =

sin x

Propriété 14.1. Pour toutréelx ona:
e —1<cosx<1

e —1<sinx<1

e COS(x+27m) =Ccosx

e CcoS(—x) =cosx
e sin(x+2m) =sinx
e sin(—x) =—sinx

o cos?x+sin?x=1

EXERCICE 14.2. 1. Compléter le tableau suivant :

X

27

-7

2

3

b3
4

S

S

NS

wl

YRS

27

COS X

sinx

tan x

2. Tracer dans trois repeéres orthogonaux (ordonnées : 5 cm = une unité; abscisses : 6 cm = 7 unités) les courbes

représentatives des fonctions sinus, cosinus et tangente.

3. Dresser le tableau des variations de ces fonctions pour x € [-27; 27]
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