Chapitre 7

Dérivation
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7.1 Activités

7.1.1 Fonction dérivée

ACTIVITE 7.1 (Plusieurs nombres dérivés).
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —x* + 4.
Déterminer, en fonction de a, la valeur du nombre dérivé.

On obtient ainsi une fonction, qui dépend de f, qui a tout réel x associe le nombre dérivé de f en
x. Une telle fonction est appelée fonction dérivée de f et est notée f'. Ainsi, pour f(x) = —x* +4,
flo)=...... , pour tout x € R.

AcTIVITE 7.2 (Fonctions dérivées de quelques fonctions usuelles).
Déterminer les fonctions dérivées des fonctions usuelles suivantes :

o f(x)=k; o f(x)=mx+p; o f(x)=x?; o flx)=x°

On pourra utiliser les résultats de cette activité dans les activités suivantes.
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7.1 Activités Premiere L

7.1.2 Opérations sur les fonctions

AcCTIVITE 7.3 (Produit d’'une fonction par une constante).
On pose f(x) = x* et g(x) = 3 f(x) = 3x2, toutes deux définies sur R.

1. Déterminer la fonction dérivée de chacune de ces fonctions.
2. Que constate-t-on?

ACTIVITE 7.4 (Fonction dérivée d'une somme de fonctions et d'un produit de fonctions).
Soient u, v et f trois fonctions définies sur R par u(x) = X3, v(x) = -2x% et f(x) =ulx)+v(x).

1. (a) Déterminer f'(x), u'(x) et v'(x).
(b) Que constate-t-on?

2. (a) Montrer que f(x) = g(x) x h(x) ou g et h sont deux fonctions non constantes a détermi-
ner.

(b) Déterminer g'(x) et h'(x).
(c) A-t-on f'(x) = g'(x) x h'(x)?

7.1.3 Applications de la fonction dérivée

ACTIVITE 7.5 (Variations d’'une fonction).
Reprenons la fonction de I'activité 7.1 page précédente : f(x) = —x? + 4 et rappelons que le nombre
dérivé en x est le coefficient directeur de la tangente a la courbe au point d’abscisse x.

1. Déterminer, a I'aide d'une calculatrice graphique et par lecture graphique, les variations de f
en fonction de x.

2. Comment cela se traduit-il pour les coefficients directeurs des tangentes a la courbe?
3. En déduire un lien entre les variations de f et une caractéristique de la fonction dérivée f'.

ACTIVITE 7.6 (Extremum local).
On s'intéresse a la fonction définie sur R par f(x) = x> —3x

[—

. Montrer que f’(x) = 3x> - 3.

2. Etudier le signe de f’(x) selon les valeurs de x.

3. Dresser le tableau des variations de f, en faisant apparaitre une ligne indiquant le signe de f”.
4. Qu'observe-t-onen —1 et en 1 pour f? Comment cela se traduit-il pour f'?

On dit que f admet en —1 et en 1 des extremums locaux.
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7.2 Bilan et compléments

7.2.1 Fonction dérivée

Définition 7.1. On dit qu'une fonction f est dérivable sur un intervalle I lorsqu’elle est dérivable
en tout nombre de cet intervalle et on note f’ la fonction qui a tout nombre x de cet intervalle
associe le nombre dérivé de f en x. Cette fonction s’appelle la fonction dérivée de f.

On admettra ' que les fonctions usuelles ont les fonctions dérivées suivantes :

Propriété 7.1. Les fonctions dérivées des fonctions usuelles sont données par le tableau suivant :
Fonction f définie sur | Fonctiondérivée f'  définie sur
f(x) = k (constante) R fl(x) = R
fx)=mx+p R f(x) = R
f(x) = x™" avec n € N* R f'(x)=nx""! R
1
f(x) = —- avecneN* R* f'x) = el R*
1
X)=vx = [0; +00 X R** =]0; +o0
fx)=vx [ [ fl(x) = > \/_ ] [
Remarque. Sil'onremarque que f(x) = =x"et que o= xn+1 =-nx"""1, onaalors:

n 1

flx) =

x" pour n € Z* a pour fonction derlvee f(x) =

7.2.2 Opérations sur les fonctions

Propriété 7.2. Soient u et v définies et dérivables sur un méme intervalle I.
Fonction Fonction dérivée | Exemple
ku avec k € R ku' Si f(x) = 4x3 alors f'(x) =4 x (3x%) = 12x*
u+v u'+v Sif(x)—x+lalorsf’(x):1—i
. . Slf(x)—x\/_alorsf’(x)—lx\/_+x>< =Vx+
uxv uv+uv ) .
5VX=5vXxavecx#0
1 u' .
— avec u(x) #0 — 2 Si f (%) = g7y alors f'(x) = ﬁ
u u'v-uv (9
 avecv(x) #0 = Si f(x) = 21 alors f'(x) = (2)(3)‘?32;:22))2“ LG —

Certaines preuves seront faites en classe.

7.2.3 Applications de la fonction dérivée

On avu que la tangente a la courbe au point d’abscisse x est la droite la plus proche de la courbe au
voisinage du point de la courbe d’abscisse x. Il est naturel de penser que lorsque la tangente monte,
la courbe monte et que lorsque la tangente descend, la courbe descend, et réciproquement ou, plus
mathématiquement, que lorsque la fonction affine dont la tangente est la représentation graphique
est croissante (respectivement décroissante), f est aussi croissante (respectivement décroissante)
et réciproquement. Or la croissance et la décroissance d'une fonction affine dépendent du signe de

1. Certaines démonstrations ont été faites en activité ou seront faites en exercice
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7.3 Exercices et problémes Premiere L

son coefficient directeur, ici f’(x). Ainsi, étudier les variations de f revient donc a étudier le signe
de sa fonction dérivée selon les valeurs de x.
On admettra donc le résultat suivant :

Théoreéme 7.3. Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et ' sa fonction dérivée
e f'(x) >0 pourtout x € I & f croissante sur [
e f'(x) <0 pourtoutx €I < f décroissante sur I

e f'(x) =0 pour tout x € I < f constante sur I

On admettra aussi la propriété suivante :

Propriété 7.4. Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et f' sa fonction dérivée
Si f'(x) > 0 pour tout x € I (respectivement f'(x) < 0), alors f est strictement croissante sur I (resp.
strictement décroissante)

Remarque. On notera qu’'on n’a pas I’équivalence (<) dans ce cas, une fonction pouvant étre stric-
tement croissante avec une dérivée qui s’annule seulement en quelques valeurs. C’est le cas, par
exemple, de la fonction cube, dont la dérivée s’annule seulement en 0.

Par ailleurs, lorsque la fonction change de sens de variation en a, on dit qu’elle admet un extremum
local en a (minimum ou maximum). On a donc:

Propriété 7.5. Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I contenant a et f' sa fonc-
tion dérivée.
f' s‘annule et change de signe en a < f admet un extremum local en a

On 'admettra.
On a un maximum lorsque f’(x) est positive avant a et négative apres, et un minimum lorsque f'(x)
est négative avant a et positive apres.

Remarque. Local signifie qu’aux alentours de a ce sera un extremum mais, qu’ailleurs, il se peut
que f prenne des valeurs supérieures ou inférieures a cet extremum comme on a pu le voir dans
I'activité 7.6 page 80.

7.3 Exercices et problemes

7.3.1 Exercices
Technique

EXERCICE 7.1.
Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

1. f(x)=3x*-2x3+5x—4 4. f(x)zgii‘lL pourx;é% 6. f(x)=x>(1+vx)

2. f(x)=4x>-3x+1

3. f(x)=2x+3)3x-7) 5. f(x) =3 7. f(x)=4x*\/x

x2+1
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Lectures graphiques

EXERCICE 7.2.
On a représenté sur la figure ci-dessous dans un repere orthonormal, la courbe représentative I

d’'une fonction g définie et dérivable sur R.

La courbe I' passe par les points O(0;0) et
A2; 2).

La droite (AB) estla tangente en A ala courbeT.
La tangente a I" au point C d’abscisse 1 est paral-
lele a I’axe des abscisses.

1. Déterminer graphiquement les valeurs de
g(0),g(2), g'(D et g'(2).

2. Une des représentations graphiques de
la figure 7.1 page suivante, représente la
fonction dérivée g’ de g. Déterminer la-
quelle. -3

~.}

3. Une des représentations graphiques de la
figure 7.1 page suivante, représente une
fonction h telle que k' = g sur R. Détermi-
ner laquelle. LS

Vous justifierez vos choix a l'aide d'arguments basés sur l'examen des représentations graphiques.

EXERCICE 7.3.

On a représenté ci-dessous la courbe représentative I', dans un repére orthonornal, d'une fonction
f définie sur R. La courbe I' passe par les points A(0; 2) et C(—2; 0) et la droite (AB) est la tangente
en Aal. LatangenteaI en son point D d’abscisse —1 est parallele a I’axe des abscisses.

|
T
\\3
~
EN

1. Déterminer, a I'aide des renseignements fournis par I'énoncé, les valeurs de f(0) et de f7(0).

2. Parmi les trois représentations graphiques ci-dessous, une représente la fonction dérivée f’
de f et une autre représente une fonction h telle que h' = f sur R. Déterminer la courbe
associée a Ia fonction f’ et celle qui est associée a la fonction h.

Vous expliquerez avec soin les raisons de votre choix

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3
4 i
} i / i
2+ 4 —2[0| 2
2 i
1 Il Il
[ T T
AN 44
_2 .
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FIGURE 7.1: Courbes de I'exercice 7.2

Courbe 1

Courbe 3

84

Courbe 2

Courbe 4

(op}
-
=
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EXERCICE 7.4.
La courbe € ci-dessous est la représentation graphique d'une fonction f définie et dérivable sur
I'intervalle [0; 6].

Soit A le point du plan de coordonnées (—1;0) : J’B /
et B le point du plan de coordonnées (1;5). Le 54 Er
point B appartient a la courbe €. Py
La droite (AB) est la tangente a la courbe €y au /
point B. 31/
1. Déterminer f'(1), ot f’ est la fonction dé- 2/#
rivée de la fonction f sur l'intervalle [0;6]. //1 1
it
2. L'une des trois courbes 61, 6>, et 63 repré- . Ay J ‘ 1 1 1 1 1
T h | | | 1 1 |
sentées sur les figures 1, 2 et 3 de la pré- 2 #1071 2 3 4 5 6 %X
sente page représente la fonction f’. La- Foord

quelle? Justifier votre réponse.

FIGURE 7.2: Courbes de I'exercice 7.4
Figure 1
y

~i

y Figure 3
Figure 2
Y :
63
6>
7 i
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FEtudes de fonctions

EXERCICE 7.5.
On considere la fonction f définie sur R par :
f(x)=x%—4x*+4x

1. Calculer la dérivée f’ de f. Etudier son
signe. Dresser le tableau des variations de
f en précisant les éventuels extremums.

2. Tracer la courbe représentative de f sur
I'intervalle [-1;3].

3. Déterminer par le calcul les coordonnées
des points d’intersection de la courbe avec
I’axe des abscisses.

EXERCICE 7.6.

On considere la fonction f définie sur R par :
f(x) = x* —3x—3 On note ¥ sa représentation
graphique.

1. Calculer la dérivée f’ de f. Etudier son
signe. Dresser le tableau des variations de

f.

2. Déterminer une équation de la tangente T
a % au point d’abscisse 0.

3. Tracer T, les tangentes paralléles a I'axe
des abscisses puis €.

EXERCICE 7.7.
On considere la fonction g définie sur R* par :
gx)=1+x

1. Déterminer g'(x) pour x € R*.
2. Etudier le signe de la dérivée g'.
3. Dresser le tableau des variations de g.

4. Déterminer si g admet des extremums lo-
caux.

5. Tracer la représentation graphique de la
fonction g

EXERCICE 7.8.
Soit f la fonction définie sur R\{1} par: f(x) =

2x+3
x-1"
On note ¥ sa representatlon grahlque.

1. Calculer la dérivée f' de f.

86

2. Soit A le point d’intersection de € avec
I'axe des abscisses. Calculer les coordon-
nées de A, puis une équation de la tan-
gente T4 ala courbe €6 en A.

3. Soit B le point d’intersection de ¢ avec
I’axe des ordonnées. Calculer les coordon-
nées de B, puis une équation de la tan-
gente Tp a la courbe €6 en B.

4. Tracer dans un méme repere Ty, Tp et 6.

EXERCICE 7.9.
On considere la fonction f définie sur R par :

f(x) = xz)il

1. Calculer la dérivée f’ de la fonction f et
étudier son signe.

2. Dresser le tableau des variations de f en
précisant la valeur M de son maximum et
la valeur m de son minimum.

3. Tracer la représentation graphique de f
sur l'intervalle [—4;4].

EXERCICE 7.10.
Soit f la fonction définie sur R\{1} par: f(x) =

x2-3x+6
x-1 -
On appelle € sa représentation graphique dans

un repere (0; 7,7)
1. Déterminer f’(x).
2. Etudier le sens de variation de f.

3. Déterminer une équation de la tangente T
a € au point d’abscisse 2.

4. Déterminer les abscisses des points de €
ol la tangente est parallele a I’axe des abs-
cisses.

5. Peut-on trouver des points de € ot la tan-
gente est parallele a la droite d’équation
y=x?

6. Déterminer les abscisses des points de €
ou la tangente a pour coefficient directeur
-3.
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7.3.2 Problemes

PROBLEME 7.1.
On considére un rectangle dont le périmetre P est égal a 4 cm.

1. Déterminer ses dimensions (Longueur L et largeur /) sachant que son aire S est égale a % cm?

2. Onrecherche maintenant les dimensions du rectangle de fagcon que son aire S soit maximale.

(a) Exprimer S en fonction de /

(b) On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x(2 — x).
Calculer la dérivée f' et étudier son signe. Dresser le tableau des variations de f. Tracer
sa représentation graphique %€ sur 'intervalle [0; 2].

(c) En déduire les dimensions du rectangle dont le périmetre P est égal a 4 cm et laire S est
maximale.

PROBLEME 7.2.

Un fermier décide de réaliser un poulailler (de forme rectangulaire) le long du mur de sa maison. Ce
poulailler devra avoir une aire de 392 m?. Ot doit-on placer les piquets A et B pour que la longueur
de la cloture soit minimale?

La figure ci-dessous représente le poulailler accolé a la ferme en vue de dessus. On appelle x la
distance séparant chaque piquet au mur et y la distace entre les deux piquets A et B. (On a donc
x>0ety>0).

1. Sachant que I'aire du poulailler est de 392 m?, exprimer y en fonction de x.

4 : . _ 2x%+392
2. Démontrer que lalongueur /(x) du grillage est : [(x) = ===
3. Calculer la dérivée I’ de . en déduire le tableau des variations de |.

4. En déduire les dimensions x et y pour lesquelle la cloture a une longueur minimale. Préciser
cette longueur.

Mur de la ferme

PROBLEME 7.3. 1. On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = 2x% — 60x? + 450x

(a) Etudier les variations de f sur l'intervalle [0;20]. Dresser le tableau des variations de f.

(b) Déterminer une équation de la tangente A a la représentation graphique de f au point
d’abscisse 0.

(c) Déterminer, par calcul, les coordonnées des points d’'intersection de € avec I'axe des
abscisses.

(d) Tracer A et la représentation graphique de f pour x € [0;20].
2. Un fabricant envisage la production de briques de lait en carton obtenues en découpant deux
bandes de méme largeur dans une feuille carrée (voir la figure page suivante). Le coté de la

feuille carrée mesure 30 cm et on désigne par x la mesure (en centimetres) de la largeur des
bandes découpées. On suppose que 0 < x < 15.
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(a) Démontrer que le volume (en cm?®) de la boite est V(x) = 2x® — 60x? +450x.

(b) Pour quelle valeur de x le volume V (x) est-il maximal? Préciser la valeur de ce volume
maximal en litres.

Découpages et pliages

“bande découpée | X, DS SO

|
|
|
|
30 |
|
|
|
|

30

PROBLEME 7.4.

On dispose d'une feuille de dimensions 21 cm x 29,7 cm avec laquelle on veut fabriquer une boite
sans couvercle. Pour cela on découpe aux quatre coins de la feuille un carré de co6té x. On obtient le
patron de la boite. On se propose d’étudier le volume de la boite en fonction de x.

1. Quelles sont les valeurs possibles pour x?
2. On appelle V(x) le volume de la boite.

(a) Montrer que V(x) = x(29,7-2x)(21 —2x).
(b) Etudier les variations de V.

(c) En déduire la (ou les) valeur(s) de x pour laquelle (lesquelles) le volume de la boite est
maximum. On donnera le(s) résultat(s) au millimetre.

29,7

21

PROBLEME 7.5.

Quel doit étre le format (hauteur, rayon) d'une boite de conserve cylindrique pour que, pour un vo-
lume donné, la quantité de métal pour la concevoir, qu’on supposera proportionnelle a sa surface,
soit minimale.
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