Chapitre 3

Généralités sur les fonctions
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3.1 Rappels sur les fonctions

Les définitions et propriétés suivantes ont été vues en Seconde aussi les exemples, remarques, illustra-
tions seront limités et les propriétés ne seront pas démontrées.

Définition 3.1 (Notion de fonction). Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.
Définir une fonction f sur un ensemble D, c’est associer, a chaque réel x € D, au plusun réel noté
().
On dit que f(x) est............ de x par f etque xest............ de f(x).
On note:
f: D — R
x — f)

eton lit « f, la fonction de D dans R qui a x associe f(x) ».

Remarque. f désigne la fonction, f(x) désigne le réel qui est 'image de x par f.

Définition 3.2 (Ensemble de définition). Lensemble des réels possédant une image par une fonc-
tion est appelé ensemble de définition de la fonction. On le note en général D¢.

Définition 3.3 (Courbe représentative). Soit f une fonction. On appelle courbe représentative de
f, notée en général €, 'ensemble des points M de coordonnées..................
On dit que la courbe € a pour équation...................
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On veillera a ne pas confondre la fonction et sa représentation graphique.

Définition 3.4 (Variations d'une fonction). Soit f une fonction définie sur un intervalle . On dit

que

* f estcroissante sur I sipourtousréelsaetbdelona:................cceevennnn. -
* festdécroissante surIsipourtousréelsaetbdelona:.................oooeee.. -

* f est monotone sur I si

3.2 Fonctions de référence

3.2.1 Fonctions de référence déja connues

Compléter le tableau 3.2.1 de la présente page.

TABLE 3.1: Fonctions de référence

Fonction . 4 i
PP Variations Allure de la courbe représentative
Définie sur
Y
Affine 1
f= S
Dy = 1
Y
Carré 1
f)=x 1
Dy = 1
N R
NIl - 5('
+Y
Inverse :
flay= ———t
Dy = 1
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3.2.2 Nouvelles fonctions de référence

AcTIVITE 3.1 (La fonction racine).
On appelle fonction racine la fonction qui a un réel x associe, s'il existe, le réel positif noté /x tel

que (y/x)? = x.
1. Déterminer '’ensemble de définition de la fonction racine.

2. Alaide d’'une calculatrice graphique ou d’'un grapheur, représenter la courbe de la fonction
racine.

3. Que peut-on conjecturer quant aux variations de la fonction racine?
Prouvons-le.
Soit0< a<b.
(@) Que peut-on dire alorsde b—a?
(b) Montrer que b—a= (Vb+a)(Vb-/a).
(¢) Que peut-on dire du signe de v'b + y/a? En déduire le signe de Vb - v/a.
(d) En déduire alors le sens de variation de la fonction racine.

ACTIVITE 3.2 (La fonction cube).
On appelle fonction cube la fonction qui a un réel x associe, s'il existe, le réel positif x>.

1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction cube.

2. AT'aide d’'une calculatrice graphique ou d’'un grapheur, représenter la courbe de la fonction
cube.

3. Que peut-on conjecturer quant aux variations de la fonction cube?
Prouvons-le.
Soit a < b.
(@) Que peut-on dire alorsde a—b?
(b) Montrer que a® — b® = (a— b)(a® + ab + b?).

(c) Sia et bsont positifs, que peut-on alors dire du signe de a® — b3? En déduire alors le sens
de variation de la fonction cube sur R*.

(d) Si a et b sont négatifs, que peut-on alors dire du signe de a® — b*? En déduire alors le
sens de variation de la fonction cube sur R™.

3.3 Autres fonctions

3.3.1 Fonctions polynomes de degré 2 (rappel)

Ces fonctions ont déja été revues dans le chapitre 1.
Rappelons ce qui va nous servir essentiellement dans ce chapitre :

Théoréme 3.1. Tout trinéme ax® + bx + ¢ peut s'écrire sous la forme a(x — B)*> +y ot a, B ety sont
des réels. Cette forme s'‘appelle la forme canonique du trinéme.

Onadéjévuquea:a,ﬁ:—% ety:—ﬁ.Onadonc:

2
Propriété3.2. Sia#0 alorsax’> +bx+c=a (x+ %) — 2 oitA = b*-4ac. |
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3.3.2 Fonctions homographiques (rappel)

Définition 3.5. On appelle fonction homographique toute fonction f pouvant s’écrire sous la
forme f(x) = 2£L o1 (¢;d) # (0;0).

cx+d
La courbe représentative d'une telle fonctionest...............

Propriété 3.3. Soit f une fonction homographique telle que f(x) = b Alors f est définie sur

cx+d

ax+b
cx+d

Propriété 3.4. Soit f une fonction homographique de la forme x — . Alors peut s'écrire sous

B

cx+d

la forme x — a +

Onl'admettra.
On déterminera cette forme au cas par cas dans les exercices.
Cette forme est ’équivalent de la forme canonique méme si on ne lui donne pas ce nom.

3.3.3 Opérations algébriques sur les fonctions

De la méme maniere qu’on peut ajouter, multiplier, diviser, etc. des nombres, on peut ajouter, mul-
tiplier, diviser, etc. des fonctions.

Définition 3.6. Soit f et g deux fonctions définies au moins sur D et k un réel. Le tableau suivant
regroupe les opérations sur les fonctions f et g :
Opération Notation Définition Définie pour
Somme de la fonction f et _
duréel k [k (fHRE=1)+k x€ Dy
Produit de la fonction f et _
du réel k kf (k)0 =kf(x)
zomme des fonctions f et Py (F+8)0) = F) +8()
s : x€DynDg
L)tlgerence des fonctions f i F-) = f0)-g)
Produit des fonctions fet g fg (fe)(x) = f(x) x g(x)
Quotient des fonctions f et f ( f ) () = fx) x€ DDy et gx) £0
& g g(x)

Propriété 3.5 (Variations de f + g). Soit deux fonctions f et g définies au moins sur un ensemble
D.

* Si f et g sont deux fonctions croissantes sur D, alors la fonction f + g est croissante sur D.

» Si f et g sont deux fonctions décroissantes sur D, alors la fonction f + g est décroissante sur
D.

Preuve. Voirl'exercice 3.2. &

Propriété 3.6 (Variations de f + k). Soit f une fonction définie et monotone sur un intervalle I et
k un réel. Les fonctions f et f + k ont méme sens de variation sur I.
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Preuve. Si f est croissante et a < b, alors f(a) < f(b). Donc f(a) + k < f(b) + k donc f + k est aussi
croissante.
On démontre de la méme maniere si f est décroissante. &

Exemple. La fonction f : x — x* + 2 a les mémes variations que la fonction carrée.

Propriété 3.7 (Variations de k f). Soit f une fonction définie et monotone sur D.
* Sik >0 alors les fonctions f et kf ont le méme sens de variation sur D.

* Sik <0 alors les fonctions f et kf ont des sens de variation opposés sur D.

Preuve. Voir l’exercice 3.3. &

3.4 Exercices

EXERCICE 3.1.
On a représenté sur la figure ci-dessous la courbe d'une fonction f définie sur R.
Tracer sur cette méme figure les courbes des fonctions suivantes :

*u=f+2; e v==-2f; * w(x)=0,5f.

FIGURE 3.1: Graphique de 'exercice 3.1
y
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EXERCICE 3.2 (Preuve de la propriété 3.5).
Montrer que si a et b sont deux nombres d'un
intervalle I tels que a < b et que f et g sont
croissantes sur I, alors (f + g)(a) < (f + g)(b).
Conclure.

Méme question lorsque f et g sont décrois-
santes sur I.

EXERCICE 3.3 (Preuve de la propriété 3.7).
Montrer que si a et b sont deux nombres d'un in-
tervalle I tels que a < b, si f croissante sur I et si
k <0alors kf(a) > kf(b). Conclure.

EXERCICE 3.5.

EXERCICE 3.4.
On donne ci-dessous le tableau de variations
d’'une fonction f définie sur [-5; 10] :

Pour chacune des fonctions suivantes, dresser
son tableau des variations en justifiant brieve-
ment :

1. g=f-1
2. h=2f

Soit f la fonction trinéme définie sur R par f(x) = x*> —6x +11.

1. Donner la forme canonique de f.

2. (a) Compléter les inégalités suivantes :

3 < a < b
3-3 a-3 b-3
(a-3)? (b-3)?
(@a-3)%+2 (b—3)%+2

(b) Que peut-on en conclure?

3. Faire le méme travail en partantde: a < b < 3 et conclure.

EXERCICE 3.6.
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x* —
2x+4.

1. Donner la forme canonique de f.

2. Déterminer par le calcul les variations de
f.

EXERCICE 3.8.

EXERCICE 3.7.
Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x) = —2x*—
4x +1.

1. Donner la forme canonique de f.

2. Déterminer par le calcul les variations de

f-

Soit f la fonction homographique définie sur R\{1} par f(x) = %

1. (a) Compléter les inégalités suivantes :

(b) Que peut-on en conclure?

a < b
a-1 b-1
1 1

2. Faire le méme travail en partantde a < b < 1 et conclure.
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EXERCICE 3.9. EXERCICE 3.11.
Soit f la fonction homographique définie sur Soit f la fonction homographique telle que
R\{-2} par

3x+7 . —4x—1
frx— xX+2 I 2x—1
_ 1
1. Montrer que f(x) =3+ 3. 1. Déterminer '’ensemble de définition de f.
2. Etudier les variations de f sur] —2; +ool. 2. Montrer que f(x) = —2— sz_l-

3. Etudier les variations de f sur]—oo; —2|. S .
fsurl [ 3. Etudier les variations de f sur]%; +00l.

EXERCICE 3.10.

Soit f la fonction homographique définie sur 4. Etudier les variations de f sur] —oo; %[.
R\{2} par
x-3
[

1. Montrer que f(x)=1- ﬁ
2. Etudier les variations de f sur]2; +ool.

3. Ftudier les variations de fsur]—o0;2|[.

EXERCICE 3.12.
Lobjectif de cet exercice est d’étudier la fonction f définie sur R\{-1} par:

2
x“+2x-3
f X —
x+1
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire.
On considere la fonction g définie par: g(x) = —%.

Etudier les variations de gsur]-1;4+ooetsur]—oo; —1[.
Partie B.

1. Montrerque: f(x)=x+1- % pour tout x € R\{—-1}.

2. Justifier que f est la somme de deux fonctions croissantes sur chacun des intervalles ou elle
est définie.

3. En déduire les variations de f sur chacun des intervalles ou elle est définie.

4. On appelle € la représentation graphique de f dans un repére (O; 7, 7).
Déterminer les coordonnées des points d’intersection de ¢ avec chacun des axes du repere.

EXERCICE 3.13.
Soit f la fonction définie sur R\{2} par:

2
-X“+5x—-4
X —
! x-2

1. Montrerque: f(x) =—-x+3+ ﬁ pour tout x € R\{2}.

2. En déduire les variations de f sur chacun des intervalles ou elle est définie.
3. On appelle € la représentation graphique de f dans un repére (O; 7, 7).

Déterminer les coordonnées des points d'intersection de € avec chacun des axes du repére.
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