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1.1 Généralités

1.1

Généralités

1.1.1 Fonctions affines

Dans toute I'activité le plan est muni d’un repére (O; 7,j) orthogonal.

1.

Quelle est la nature de € la représentation graphique de la fonction f(x) = —3x+0,5, définie sur R?
Déterminer si A(150,5; —451) ou B (—73,25; —219,5) appartiennent a 6.

. Mémes questions dans les cas suivants :

11

A(l 13) 0o brs )
. —;—|etf(x)=6x+—; ;
6 3 6

A(l‘—?)etf(x)——§(x+2)—5' A
3r 6 ’ - 4 ) i (

1
t =-.
) et f(x) 5
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = %x — 1 et € sareprésentation graphique.
(a) Aestle point de € d’abscisse 12. Quelle est son ordonnée ?

1
(b) Bestle point de ¢ d’ordonnée — > Quelle est son abscisse ?

Dans un méme repeére, tracer les représentations graphiques des fonctions suivantes (définies sur R) :

Méme question avec :

Dans un méme repeére, tracer les droites suivantes :

» 9) passant par A(3; 1) et de coefficient directeur —1;

« 9, passant par B (—3; 2) et de coefficient directeur —1 ;
» 93 passant par C (1; 0) et de coefficient directeur 3;

» 9, passant par D (0; 2) et de coefficient directeur 4.

» 95 passant par E (—2; 2) et de coefficient directeur 0;

. Dans chacun des cas suivants, déterminer I’équation de la droite (AB) :

« A(1;2)etB(3;-1);
e A(4;4) etB(-1;2);

« A(0;-1DetB(2;3);
e A(-2;2)etB(3;2);

e A(1;3)etB(1;4);
« A(3;1)etB(3;5).

. Déterminer graphiquement les équations réduites des droites représentées sur la figure 1.1 de la présente page.

FIGURE 1.1 - Figure 1
Ds 2
\,\ 44
D

4

Ds

7

9. Méme question pour les droites représentées sur la figure 1.2 page 4.

http :/lperpendiculaires.free.fr/
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1.1 Généralités

Fonction
Définie sur

TABLE 1.1 — Fonctions de référence - Tableau de I'activité 1.1.2

Variations

Allure de la courbe représentative

Affine
fx)=

+y

fx)=x*

Cube
fx)=

Inverse

fx)=

Df=

Racine carrée

fx)=

Df=

David ROBERT
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FIGURE 1.2 - Figure 2

1.1.2 Autres fonctions usuelles

Compléter le tableau 1.1.2, page précédente, sur le modele de la deuxieme ligne.

1.1.3 Fonction trindme

1. Une entreprise produit de la farine de blé.
On note g le nombre de tonnes de farine fabriquée avec 0 < g < 80.
On appelle C(q) le cofit total de fabrication, R(g) la recette obtenue par la vente et B(q) le bénéfice obtenu par la
vente de g tonnes de farine.

(a) Sachant que chaque tonne est vendue 120 €, exprimer R(q) en fonction de g.
(b) Sachant que C(q) =2g>+10q +900:
i. tracer la courbe représentant le bénéfice; quelle est sa nature ?

ii. déterminer graphiquement puis par le calcul la quantité de farine a produire pour que la production
soit rentable;

iii. déterminer graphiquement puis par le calcul la production correspondant au bénéfice maximal et le
montant de ce bénéfice.

2. Le gérant d'une salle de cinéma de 300 places constate que le nombre x de spectateurs a une séance est une
fonction affine du prix p du billet. Plus précisement ona: x =300 - 12p.

(a) Entre quelles valeurs peut varier le prix du billet ?

(b) Sachant que les charges fixes pour chaque séance s’élevent a 1848 €, montrer que le bénéfice b(p) de chaque
séance est égal a b(p) = —12p? +300p — 1848.

(c) En déduire graphiquement puis par le calcul pour quelles valeurs de p le séance est rentable.

(d) Déterminer graphiquement puis par le calcul le prix du billet pour que le bénéfice soit maximum. Quel est
alors le nombre de spectateurs et le bénéfice réalisé ?

4 http :/lperpendiculaires.free.fr/
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1.1 Généralités

1.1.4 Lacontinuité (approche graphique)

1. Voici quatre fonctions définies sur R :

o flx)=x%; . h(x):{ x* si x<2
X2 si x=0 4 si x>2°

* g(x):{ -1 si x<0 '’ 1) = X2 si o x#1
: (x)—{ 2 si ox=1"

Représenter graphiquement ces fonctions et commenter les courbes obtenues.

2. Lafonction partie entiere estla fonction définie sur R qui, a tout réel x, associe 'entier relatif n telque n < x < n+1.

On note E cette fonction.
(a) Compléter le tableau ci-dessous :

x | -12|-1]-05]0]099|1]15]2
Eo [ [ L [ 1 |

(b) Représenter graphiquement E.

%), sont définies sur [-1; 3].

FIGURE 1.3 — Trois courbes

(a) Lesquelles de ces fonctions sont continues sur [—1; 3] ?

(b) Sila fonction n’est pas continue sur [-1; 3], donner les intervalles sur lesquels elle est continue.

flx)=x? sixe[=2;1]

4. f estlafonction définie sur [-2; 5] par: { FW=x+p sixell;5)

(a) Tracer lareprésentation graphique de f pour:
op:Z; op:l; op:—z.
(b) f est-elle continue sur [-2; 1[? Sur [1; 5] ?

(c) Comment choisir p pour que f soit continue sur [-2; 5] ? Tracer alors la courbe représentative de f.

fx)=x?+bx+3 sixe[-2;2]

5. f estlafonction définie sur [-2; 3] par : { F)=2x+1 sixe)2: 3]

(a) Tracer lareprésentation graphique de f pour:

.b:l; 'b=_2.

(b) Comment choisir b pour que f soit continue sur [-2; 3] ? Tracer alors la courbe représentative de f.

f(x):ax2+x+2 sixe[-3; -1

6. f estlafonction définie sur [-3; 2] par : { ) =x+1 sixe[-1:2]

(a) Tracer la représentation graphique de f pour :
e a=1; e a=0;

o a=-2.

(b) Comment choisir a pour que f soit continue sur [—3; 2] ? Tracer alors la courbe représentative de f.

David ROBERT
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1.1.5 Composition de fonctions

Une entreprise raffine de la matieére premiere puis vend le produit raffiné.
La fonction f qui donne le nombre de tonnes de produit raffiné en fonction du nombre de tonnes x de matiére premiere

est f(x) = %xz - %xpouro <x<A4.
La fonction g qui donne le bénéfice de la vente (en milliers d’€) de X tonnes de produit raffiné est g(X) = - X2 +5X — 4.

1. Que représente la fonction h(x) = g(f(x))?
2. Déterminer hpour x=0, x =2, x =4.
3. (a) Déterminer 'expression de i en fonction de x.

(b) Qu’aurait-on obtenu si g donnait le nombre de tonnes de produit raffiné et f le bénéfice?

4. Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur R* et R par f(x) = % et g(x) = x +2 et soit h la fonction
définie par h(x) = f (g(x)).
(a) Déterminer, s'ils existent, k(0), h(1), h(2) et h(5).
(b) Déterminer I'expression de h(x) en fonction de x.
(c) Déterminer I'expression de I(x) = g (f(x)). A-t-on [ = h?
5. Mémes questions qu'au 4 avec f et g définies sur R par f(x) = x* et g(x) = x°.

6. Mémes questions qu’au 4 avec f et g définies sur R par f(x) = x® et g(x) = 2x— 1.

6 http :/lperpendiculaires.free.fr/
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1.2 Dérivation

1.2.1 Variations : Fonctions associées - Somme de fonctions

1. On considere la fonction g définie par: g(x) = Pl

A partir du tableau de variations de la fonction inverse, déduire, en justifiant, le tableau de variations de g et son
ensemble de définition.
R ; P 2 +2x-3
2. On considere la fonction f définie sur | —oo; —1[U] — 1; +oo[ par: f(x) = 1
X
c
Déterminer les réels a, b et c tels que f(x) =ax+b+ w1
X

3. ATaide des questions précédentes, déterminer les variations de la fonction f.
4. On appelle ¥ lareprésentation graphique de f.
(a) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de € avec chacun des axes du repere.
(b) Placer les points trouvés aux questions précédentes dans un repere approprié et tracer soigneusement €.

1.2.2 Fonctions dérivées des fonctions usuelles

Compléter le tableau 1.2 de la présente page.

TABLE 1.2 — Fonctions dérivées des fonctions usuelles

Fonction f définie sur | Fonction dérivée f' définie sur
f(x) = k (constante) R =
f)=mx+p R =
f(x) =x" avec n e N* R o=
flx)= % avec ne N* R* £l =
[ =vx R* = [0;+00l | f'(0) =

1.2.3 Opérations algébriques et dérivation

Soient u et v définies et dérivables sur un méme intervalle I. Compléter le tableau 1.3 de la présente page.

TABLE 1.3 — Opérations sur les fonctions dérivées

Fonction Fonction dérivée
ku avec ke R
u+v
Uxv
u" avec n € N*

1
— avec v(x) #0
v

u
— avec v(x) #0
v

1.2.4 Fonction rationnelle — Tangentes

x> -3x+6

-1
On appelle € sa représentation graphique dans un repere (O;

1. Déterminer f'(x).

Soit f la fonction définie sur R\{1} par: f(x) =

7,7).
Etudier le sens de variation de f.
Déterminer une équation de la tangente T a ¢ au point d’abscisse 2.

Déterminer les abscisses des points de ¥ ou la tangente est parallele a I'axe des abscisses.
Peut-on trouver des points de € ol la tangente est paralléle a la droite d’équation y = x?

S

Déterminer les abscisses des points de € ot la tangente a pour coefficient directeur -3.

David ROBERT 7
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1.2.5 Tableau de variations

Pour chaque question, une seule des trois réponses est exacte
Soit f une fonction définie et dérivable sur I'intervalle ] —5; +oo[ dont le tableau de variations est donné ci-dessous.

X -5 -1 0 2 +00

N

,5

On désigne par € la courbe représentative de f.

1. Surl'intervalle | —5; +ool, I'équation 2. On sait que f'(2) = 0. Léquation de la tangente a € au
fx)=-2 point d’abscisse 2 est :
« admet une seule solution e y=4
» admet deux solutions o y=4(x-2)
« admet quatre solutions. o« xX=4.
3. Onsait que 'équation de la tangente a € 4. Sur l'intervalle [-1 ; 0], la fonction g définie par g(x) =
au point de coordonnées (1;2) est y =3x—1. L
Ona: fx)
e f(2)=1 ¢ est croissante
« ff)=-1 « est décroissante
. f'(1)=3. » n’est pas monotone.

1.2.6 Lectures graphiques

On a représenté ci-contre, dans un repere orthonor-
mal, la courbe représentative I' d'une fonction g définie
et dérivable sur R.

La courbe I passe par les points O(0; 0) et A(2; 2). La droite
(AB) estla tangente en A ala courbeI'. La tangente al au
point C d’abscisse 1 est parallele a I'axe des abscisses.

1. Déterminer graphiquement les valeurs de g(0), g(2),
g'etg'(2).

2. Une des représentations graphiques page ci-contre,
figure 1.4, représente la fonction dérivée g’ de g. Dé-
terminer laquelle.

3. Une des représentations graphiques page suivante,
figure 1.4, représente une fonction # telle que h' = g
sur R. Déterminer laquelle.

Vous justifierez vos choix a l'aide darguments basés sur
lexamen des représentations graphiques.

8 http :/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

Terminale ES — 2 008-2 009

1.2 Dérivation

FIGURE 1.4 — Courbes de I'activité 1.2.6
Courbe 1 Courbe 2

David ROBERT

Courbe 3 Courbe 4
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1.2.7 Lectures graphiques (bis)

On areprésenté de la présente page la courbe représentative I', dans un repere orthonornal, d'une fonction f définie
sur R. La courbe I" passe par les points A(0; 2) et C(—2; 0) et la droite (AB) est la tangente en AaT. Latangenteal en
son point D d’abscisse —1 est paralléle a '’axe des abscisses.

1. Déterminer, a I'aide des renseignements fournis par I'énoncé, les valeurs de f(0) et de f(0).

2. Avec la précision permise par le graphique, résoudre les inéquations suivantes :
e f(x)>1; o f(x)=2; o f(x)=3; o f(x)<4.

3. Parmi les trois représentations graphiques 1.6 de la présente page, une représente la fonction dérivée f’ de f et

une autre représente une fonction # telle que /' = f sur R. Déterminer la courbe associée a Ia fonction f’ et celle
qui est associée a la fonction h.
Vous expliquerez avec soin les raisons de votre choix

FIGURE 1.5 — Courbe de I'activité 1.2.7
3 4

FIGURE 1.6 — Courbes de I'activité 1.2.7

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3
4 4
—
2 T+ -4 2 0 2
2 . .
1 | |
[ I |
-4 -2 Q 2 -4 4
_2 i
1.2.8 Fonction dérivée
24 x42

-

Soit f la fonction définie sur R\{1} par f(x) = al et 6 sa représentation graphique dans un repeére (O;7,7) .

-1
1. Déterminer f’(x).
2. Etudier le sens de variation de f et dresser le tableau des variations de f.
3. Déterminer, s’il y en a, les coordonnées des points d’intersection de € avec les axes de coordonnées.
4. Déterminer, s'ilyena:
(a) les abscisses des points de € ot la tangente est paralléle a I'axe des abscisses.
(b) une équation de Ty, la tangente a ¢ au point d’abscisse 0.
(c) les abscisses des points de % o la tangente a pour coefficient directeur —1.
(d) les abscisses des points de € ol la tangente est parallele a la droite d’équation y = x.
5. (a) Dansunrepere orthogonal placer les points et représenter les tangentes rencontrés dans les questions pré-
cédentes. (unités graphiques 1 cm = 1 unité sur l'axe des abscisses et 1 cm = 2 unités sur l'axe des ordonnées)

(b) Tracer € dans le méme repére.

10 http :/lperpendiculaires.free.fr/
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1.2.9 Fonction dérivée (bis)

2 _11x+28
[ estla fontion définie sur R\{3} par: f(x) = %
x f—

On note ¥ la courbe représentative de f dans un repére du plan.
1. f estdérivable sur R\{3} et on note f’la fonction dérivée de f.
x*-6x+5
(x—3)?
(b) Etudier le signe de f'(x) selon les valeurs de x.

(@) Justifer que f’(x) =

(c) Etablir le tableau de variation de la fonction f (on indiquera les extremums locaux de f).

(d) Soit A le point de la courbe € dont I'abscisse est 4 et T la tangente en A a la courbe ¥. Déterminer une
équation de la droite T.

2. Déterminer trois réels a, b et c tels que f(x) =ax+b+ pour tout réel x # 3.

x-3
3. Dansunrepere:
(a) placer les points correspondant aux extremums locaux de f et A;
(b) tracer T et les tangentes horizontales a la courbe €';

(c) tracer 6.

1.2.10 Dérivée et composition

1. On donne dans le tableau ci-dessous pour plusieurs fonctions f données, la dérivée de f(x) et la dérivée de
f(g(x)) ou g est une fonction définie, dérivable et telle que la composée de f et de g est aussi définie et dérivable.

fx) (0 (flgx)
mx+p m mx g'(x)
X nxn—l n(g(x))n—l % g’(x)
1 -n -n ,
| ol | Ggooy 8
1 1 )
VI A | e 8 W

Conjecturer la formule générale qui donne la dérivée de la fonction f(g(x)).
2. Appliquer cette formule pour f(x) = x° et :
o gx)=2x—4; o g(x)=x*+3x—4.

3. Appliquer la formule pour déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes, ol u est une fonction déri-
vable et strictement positive, a I'aide de la formule générale obtenueen 1:

. u'; .1 . Vi
4. Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes a I'aide des formules obtenues en 3 :
o f(x)=@x*+2x+7)5; o h(x)=Vx2+x+4;

. g(x):m; o I(x)=+/(x+1)5.

5. On pose h(x) = f(g(x)) pour tout réel x. Recopier et compléter les inégalités suivantes dans chacun des cas sui-

vants :
(a) ensupposant que f et g sont croissantes sur R; (c) en supposant que 'une est croissante et 1'autre
(b) ensupposant que f et g sont décroissantes sur R; décroissante sur R.

Soientaetbtelsque a<b
alors g(a)...... gb)carg....cooevvuenenn
et f(gla)...... flgbcar fooooevneneannn.
finalement h(a)...... h(b)
La fonction hestdonc .................. sur R

Conjecturer alors le sens de variation de la fonction & en fonction des sens de variations de f et de g.

6. Soient f, g et h définies sur R par, respectivement, f(x) = x3, g(x) =2x+1et h(x) = —x+2 et /la fonction définie
sur ]0; +oo par h(x) = %
En utilisant la propriété obtenue en 5, déterminer le sens de variation des fonctions suivantes :

David ROBERT 11
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e x— f(g(x); o x— f(h(x)); o x— h(g(x));
o x— g(f(x); o x— g(h(x); o x— h((x)).

1.2.11 Fonctions composées, sujet d’annales

La courbe ¥ de la figure 1.7 de la présente page représente une fonction f définie et dérivable sur [0; +oo[ dans le
repere (0;7,7) . On note f’la fonction dérivée de f.
La droite T4 est la tangente au point A d’abscisse 0. La courbe admet une tangente paralléle a 'axe des abscisses au
point d’abscisse 1.
Enfin, la fonction f est croissante sur [1; +ool et sa limite en +oo est +oo.

FIGURE 1.7 — Courbe de I'activité 1.2.11

1. A partir des informations portées sur le graphique et complétées par les précisions précédentes, répondre aux
questions suivantes.

(a) Compléter le tableau :

X 0 1
fx
fl(x

(b) Donner le tableau de variation de f sur [0; +oo[, complété par la limite en +oo.

2. On considere la fonction g inverse de la fonction f, c’est-a-dire g = ]—lc On note g’, la fonction dérivée de g.
(a) Déterminer g(0), g(1), g(3).
(b) Quel est le sens de variation de la fonction g sur [0; +oo[ ? Justifier la réponse donnée.
(c) Déterminer les valeurs g'(0), g'(1).
(d) Déterminer la limite de g en +oo.

3. On souhaite traduire graphiquement les informations obtenues pour la fonction g.
Tracer une courbe qui satisfait aux résultats obtenus a la question 2, dans un repére orthonromal (unité : 2 cm)
sur une feuille de papier millimétré; le tracé des tangentes aux points d’abscisses 0 et 1 devra apparaitre sur la
figure.
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1.3 Limites

1.3 Limites

1.3.1 Limites des fonctions usuelles (rappels)

Compléter le tableau 1.4 de la présente page.

TABLE 1.4 — Tableau du 1.3.1

f Dy | Limites
Sim>0 lim (mx+p)=...... et lim (mx+p)=
X—+00 X——00
fX)=mx+p | R | Sim<0 xl—i}zloo(mx-k pl=...... et xgglm(mx+ p) =
Sim=0 lim (mx+p)=...... et lim (mx+p)=
X—+00 X——00
_ .2 2 _ 2 _
f)=x xgrllwx ...... etxkglmx =
fx)=x° Jim B=.. et lim B=...
—+00 ——00
1 1
fl)=— R* Iim — =...... , lim — =......
X X—+00 X X——00 X
hn(l)— = et lin(l) - =....
x—=0 X x—0 X
x>0 x<0
fx)=vx R* | limyx= et lim x=
limyx=...... Jm Ve=.

1.3.2 Opérations sur les limites (rappels)

Compléter les tableaux 1.5, 1.6, 1.7 et 1.8 de la présente page en indiquant dans chaque case, lorsqu’on peut conclure,

respectivement, les valeurs de lim [f(x0)+g()], de lim [f(x)x g(x)], de lim | ——1 et de lim %
- - - - X
réels).
TABLE 1.5 — Limite d’'une somme
lim g(x)
. r—a 4 +00 —00
lim f(x)
X—a
l
+00
—00
TABLE 1.6 — Limite d'un produit
lim g(x)
. r—a I'#0 '=0 +00
lim f(x)
X—a
[#£0
=0
+o00
TABLE 1.7 — Limite de l'inverse
lim f(x) ‘ 1#0 ‘ 1=0" 1=0" ‘ +00 —00
X—a
lim —
x—a f(x)
TABLE 1.8 — Limite d'un quotient
lim g(x)
. - I'#0 I'=0 +o0o
lim f(x)
X—a
1#£0
=0
oo
David ROBERT
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1.3.3 Détermination de limites (rappels)

Déterminer les limites suivantes et indiquer les asymptotes que I'on peut en déduire :

1 —6 1
1. lim x3(1——) 4, 1im(—2) 8. lim —+3x2—2)
X—+00 X x—0\ X x—0\ X
x>0 x>0
lim [ 3
2. lim (—lxs) 5 x—l’rPoo ;+2x+3 9. hné(—z +5x+7)
—— =2\ x—
e 6. lim (3yx+x?) x>2
X—+00 5 1
. -5 -
3. ,lvlir(l) (x\/}) 7. lim (— +x2) 10. xl.rr_lz X+2 + 2)
x>0 X—-oo\ X x<-2

1.3.4 Limites, asymptotes et lectures graphiques (rappels)

On donne, sur les figures 1.8 et 1.9 page suivante, les courbes représentatives 6, 6 et 6, de trois fonctions f, g et
h.
Pour chacune des trois fonctions :

1. déterminer D, son ensemble de définition;
2. conjecturer les limites de la fonction aux bornes de cet ensemble de définition;

3. indiquer les asymptotes a chacune des courbes.

1.3.5 Fonctions polynomes et fonctions rationnelles (rappels)

1. Déterminer les limites des fonctions polyndmes suivantes :

(@ lim (23+x) (© lim (x*-2x>+5x+4)
XxX—+00 X—+00
(b) lim (x*+x) (d lim (x*-2x*+5x+4)
X——00 X——0
—x+1
2. Soit f la fonction définie par: f(x) = x+ 3
X

On appelle € sa courbe représentative.
(a) Déterminer Dy, I'ensemble de définition de f.

(b) Etudier les limites aux bornes de son ensemble de définition.
En déduire les éventuelles asymptotes de 6.

(c) Etudier les variations de f.
(d) Dresser le tableau des variations de f en y faisant apparaitre les limites aux bornes.

B +2x%+9x+2

3. Soit f la fonction défini R : =
oit f la fonction définie sur R par: f(x) 211

On note ¥ sa représentation graphique.

(a) Déterminer trois réels a, bet ctelsque: f(x) =ax+b+ o
X

(b) Etudier les limites de f en +oo et —co.
(c) Montrer que la droite A d’équation y = x+ 2 est une asymptote de 6.

(d) Déterminer la position relative de € et A.
1-2x
—x2+2x+3°
(a) Déterminer Dy, I'ensemble de définition de f.

4. Soit f la fonction qui a x associe f(x) =

(b) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

(c) En déduire les éventuelles asymptotes de la courbe représentative de f.
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FIGURE 1.8 — Lectures graphiques : premier cas

FIGURE 1.9 — Lectures graphiques : second cas (la courbe %, est en deux parties)

! | |
—
__:‘5___-‘4___=‘9L___-‘z_WK/:i____z____éL____AL____i_Y_
_14£/

6n

1.3.6 Limites de fonctions composées : lectures graphiques
Les courbes 6 et 6, de la figure 1.10 page suivante représentent respectivement la fonction g définie sur R\{2} et
une fonction u définie sur 14; +ool.

1
—; 2| U]3; +o0l.
2

On considere la fonction composée f = uo g définie sur

1. Déterminer graphiquement f(1), f(3,5) et f(10)
2. Déterminer graphiquement lim g(x)et lim u(X).Que peut-on en déduire pour lim f(x)?
X—+00 X—+o0 X—+00
3. Déterminer }Cl_rg g(x). Que peut-on en déduire pour )ICI_’II; fl)?
x<2 x<2
4. Déterminer a = }CIH%, g(x) et )1(1_r¥1a u(X). Que peut-on en déduire pour )P_)n; fx)?
x>3 x>3
5. Déterminer de la méme maniere la derniére limite aux bornes de son ensemble de définition de f.

David ROBERT 15
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1.3.7 Limites de fonctions composées : calculs

+1
On considere les fonctions f et g respectivement définies sur R* et R\{—1} par f(x) = a et g(x) = %
X
1. Calculer lim f(x), lim g(x) eten déduire lim go f(x).
X—+00 x—1 X—+00
2. Calculer lirn1 f), lim1 g(x), lim1 g(x) et en déduire lim1 gof(x).
=2 o el =3
1
3. Déterminer I'expression de go f et retrouver les limites de go f en +co et -3
1.3.8 Inégalités et limites
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = V9x% +1-2x.
1. Montrer que V9x2 +1 = 3x.
2. En déduire que f(x) = x.
3. Endéduire lim f(x).
X—+00
FIGURE 1.10 — Courbes du 1.3.6
1Y
B 44?
Cu
ZAV
J
|
oli 2 %
1
-2 2
—D 1
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1.4 Bilan et compléments

1.4.1 Fonction continue

En terminale ES on ne vous demandera pas de démontrer qu'une fonction est continue et!’appréhension graphique
de la notion est suffisante. Ainsi une fonction est dite continue si sa courbe représentative ne présente aucun saut,
aucun trou, aucune asymptote verticale. Cependant la continuité est définie précisément en mathématiques de la fagcon
suivante :

Définition 1.1. Une fonction f est dite continue en un réel a si )lcln’tll fx) = f(a).

Remarques. Cette définition implique que :
« il est nécessaire que f(x) soit définie en a pour étre éventuellement continue;
« il faut en plus que )ICII% f)= )lcm}l f(x) pour qu’elle y soit continue.
x<a x>a

Définition 1.2. Une fonction f est dite continue sur un intervalle I si, pour tout réel a € I, f est continue en a. |

Propriété 1.1. Les fonctions affines, carrée, cube, racine, polynomes sont continues sur R.
Les fonctions inverses et rationnelles sont continues sur leur ensemble de définition, c’est-a-dire en tout point oui leur
dénominateur ne sannule pas.

Onl’admettra.

Valeurs intermédiaires

Propriété 1.2 (des valeurs intermédiaires). Si f est une fonction continue sur un intervalle [a; b] alors, pour tout réel
¢ compris entre f (a) et f (b), I'équation f(x) = c admet au moins une solution « € [a; b].

Théoreme 1.3 (des valeurs intermédiaires). Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
[a; b] alors, pour tout réel c compris entre f(a) et f (b), 'équation f(x) = c admet une unique solution « € [a; b].

Onl’admettra.

Exemples 1.1. La figure 1.11 de la présente page présente quatre cas typiques.

FIGURE 1.11 — Quatre schémas illustrant propriété et théoréme des valeurs intermédiaires

fb) P e e e | fl@
L O ¢ T_
| |
fb) -
fl@ === L i
| Lo Lo
|
| : | X : :
O a a p O a «a b

f est continue et strictement croissante sur l'inter- f est continue et strictement décroissante sur 'inter-
valle [a; b]. Léquation f(x) = c admet une unique so- valle [a; b]. Léquation f(x) = ¢ admet une unique so-

lution. lution.
y
fla) b _x\'
c

fb)
C
fb) ===~ 1=t

f(a)

]
| |
| |
| I
1 1

(0] a a a2 asp (0] a b

f est continue mais n'est pas monotone sur l'inter-
valle [a; b]. Léquation f(x) = c peut avoir plusieurs
solutions.

f 'est pas continue sur 'intervalle [a; b]. Léquation
f(x) = c peut ne pas avoir de solution.

David ROBERT 17



1.4 Bilan et compléments Terminale ES - 2 008-2 009

Tableau de variation

Par convention, les fleches obliques d’'un tableau de variation signifie que sur I'intervalle considéré la fonction est
continue et strictement croissante. On peut donc appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires (voir I'activité 1.2.5
page 8).

1.4.2 Inégalités et limites

Propriété 1.4. Soient f, u et v trois fonctions définies sur un intervalle I et soient « et B pouvant étre des réels ou +oo.
o Si f(x) = u(x) pour tout x € I et que chlné u(x) = +oo alors )lcirréf(x) = +o00.

e Sif(x) < v(x) pourtoutx €I et que )161_1}(11 v(x) = —oo alors )lci_l}}lf(x) = —o0.
o Siu(x) < f(x) < v(x) pour tout x € I et que )lcl_I:I(lx u(x) = )lcl_I:I(lx v(x) = B alors )lci_t}(le(x) =p.

On I'admettra.

Remarque. La derniére propriété est parfois appelée « le théoreme des gendarmes ».

1.4.3 Fonctions composées

Définition 1.3. Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur D et Dy telles que pour tout x € Dy, f(x) € Dg.
On appelle fonction composée de f et de g la fonction h définie pour tout x € D par h(x) = g (f).
On notera parfois h = go f.

Propriété 1.5. Soit [ et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et Dg telles que pour tout x € Dy, f(x) € Dg.
Si f et g sont dérivables alors la fonction h = go f est dérivable et b (x) = g' (f (%)) x f'(x).

On I'admettra.

Exemples 1.2. On démontre facilement les formules suivantes (qui sont plus faciles a appliquer que celle de la pro-
priété) :

o W' =nu'u"! . (l)’__i, . r_ ¥
u)  u? (V) 2Vu

/

Propriété 1.6. Soit [ et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et Dy telles que pour tout x € Dy, f(x) € Dg.
Si )lcm}.r fx)=p et}l(in}3 g(X) = alors )lcin}xg (f()) =y o, B et’y peuvent étre des réels ou +oo.

Onl’admettra.
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1.5 Exercices

Exercice 1.1.
Partie A. Etude d’'une fonction auxiliaire.
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = x> +3x +24.
1. Etudier la fonction g (limites aux bornes et variations).

2. Montrer qu'il existe un réel & unique tel que g(x) = 0, puis déterminer une valeur approchée de a a 102 pres. En
déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.
Partie B. Etude de la fonction f.
-x3-8x?+4

Soit f la fonction défini R =
oit f la fonction définie sur R par f(x) 22212

et € sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere
orthonormal (O;7,7) .
1. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
—2x x g(x)

(2x2+2)°

Donner le tableau des variations de la fonction f.

2. Montrer que, pour tout réel x, f/(x) =

Montrer que la droite A d’équation y = — 7 — 4 est asymptote a €. Etudier les positions relatives de € r et A.

Donner les équations des tangentes 97 et 93 a la courbe 6 respectviement aux points d’abscisses 1 et —1.

-

Le courbe I représentative de la fonction dérivée f est représentée ci-dessous dans le repere (O; 7,7) . Représen-
ter les droites A, J7 et 93 puis €¥.

o g o ®»

FIGURE 1.12 - Graphique de I'exercice 1
y
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Exercice 1.2 (D’apres Liban 2005).
Le tableau d’'informations n°1 ci-dessous fournit des informations sur une fonction u définie et dérivable sur R.

TABLE 1.9 — Tableau d’informations n°1.

1
X —00 -1 5 2 +00
Signe de u(x) + (L _ — ,L +
Signe de u/'(x) _ _ (r + +
1. Etablir un tableau des variations de la fonction u.
1
2. On considere maintenant les fonctions f et g définies par f(x) = —— et g(x) = (u(x)? ot u désigne la fonction

u(x)
de la question précédente.

(a) Une des deux affirmations suivantes est fausse, laquelle ? Justifier en précisant le bon ensemble de défini-
tion :
Affirmation 1: «La fonction f est définie sur R»;
Affirmation 2 : « La fonction g est définie sur R ».

(b) Donner les variations des fonctions f et g. Enoncer le(s) théoreme(s) utilisé(s).

(c) Déterminer, en justifiant avec soin, lin21 fx).
P
x>2

(d) Résoudre dans R I'équation g(x) =0.

3. Voici d’autres informations relatives a la fonction u et a sa dérivée u'.

TABLE 1.10 — Tableau d’informations n°2.

1
X -2 0 = 2 3
2
9
u(x) 4 -2 - = 0 4
4
u'(x) | -5 1 0 3 5

Terminer chacune des deux phrases a. et b. par la réponse qui vous semble exacte, parmi celles proposées dans
les cadres ci-dessous, en justifiant votre choix.

(a) Latangente a la courbe représentative de la fonction g au point d’abscisse 2 est parallele :
« al’axe des abscisses  aladroite d’équation y = x  aladroite d’équation y =3x
(b) Le nombre f'(-2):

« n'existe pas o vaut —20 4 5 5
o vaut —z » vaut - » vaut 7
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Exercice 1.3 (D’apres Liban 2006).

La courbe ¢ donnée ci-dessous est la représentation graphique, dans un repére orthonormal, d'une fonction f définie
et dérivable sur ] — 1; +oo[. On sait que la fonction f est croissante sur | —1; 1] et sur [3; +oo[ et que la droite & est
asymptote a € en +oo.

FIGURE 1.13 — Graphique de I'exercice 3

y
21+
1,,
| | | ‘ 1 .
-2 -1 7 1 3 4
1+
9

€

-2+

I. Etude graphique de la fonction f

Chaque question comporte trois affirmations, une seule des trois est exacte. Indiquer sur votre copie le numéro de la
question et recopier l'affirmation exacte sans justifier votre choix. Une bonne réponse rapporte 0,5 point; une mauvaise
réponse retire 0,25 point; l'absence de réponse donne 0 point.

1. Une asymptote a € est la droite d’équation :
M y =-1 e x=1 e xX=-1
2. Ladroite 9 a pour équation :
5 5
e y==x-10 e y==-x-9 ¢ y=3x-10
y 2 y 2
3. Le nombre dérivé de f en O est:
e 1 e 3 e —3
4. Le nombre de solutions de I'équation f(x) =0sur]—1; +oo[ est:
¢« 2 o1 e 3

II. Etude d’'une fonction g

On note g la fonction définie sur] - 1; +oo| par g(x) = (f(x))z.
1. Déterminer lim g(x), puis lim g(x).
X—+00 x——1

2. Déterminer g'(1) et g'(0).

3. Déterminer, avec la précision permise par le graphique, I'ensemble des solutions sur ] -1 ; +oo[ de I'inéquation
g§x) < 1.
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Exercice 1.4 (D’apres Nouvelle Calédonie mars 2007).
Soit une fonction f définie sur R et dérivable sur R. On donne son tableau de variations :

X —00 -1 +00

3
o) 0

La courbe (¥) donnée ci-apres représente la fonction f dans un repere orthonormal du plan. Cette courbe passe par
les points A(—3 1) et B(—1; 3) et son intersection avec 1'axe des abscisses a pour abscisse a. Les droites (D) et (D') sont
les tangentes a la courbe respectivement en A et en B.

y

(D)

1. Déterminer graphiquement f'(-3) et f'(-1).
2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (f (x))s.
On admet que g est dérivable sur R.

(a) Justifier que f et g ont les mémes variations.

(b) Déterminer xliI}l g(x) et xlirP g(x) (on justifiera les résultats).

(c) Calculer g'(-3).

1

3. Soit & la fonction définie sur 'intervalle Ja ; +oo[ par h(x) = —.

fx)

On admet que h est dérivable sur l'intervalle ]« ; +ool.
(a) Déterminer les limites de h aux bornes de son ensemble de définition (on justifiera le résultat).
(b) Calculer h'(-3).
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Nom : Lundi 22 septembre — 2h00

Devoir surveillé n°1

Généralités sur les fonctions — Dérivation — Graphes

Les figures sont données en annexe. Le baréme n'est qu'indicatif.

Exercice 1.1 (9 points).
K+ x+2
-1
On appelle f’ sa fonction dérivée et € sa représentation graphique.

Soit f la fonction définie sur R\{1} par: f(x) =

4
1. Montrer que, pour tout x #1, f(x) =x+2+ —1

x> -2x-3
(x—1)?
(b) Etudier le signe de f’(x) selon les valeurs de x.

2. (a) Montrer que, pour tout x # 1, f’(x) =

(c) Dresser le tableau de variations de f en indiquant les extremums locaux.
3. Déterminer, s’il y en a, les coordonnées des points d’'intersection de €6 avec les axes de coordonnées.
4. Déterminer, silyena:
(a) les abscisses des points de € ou1 la tangente est parallele a 'axe des abscisses;
(b) une équation de Ty, la tangente a € au point d’abscisse 0.
5. Dans le repere de la figure 1.2 page 25 :
(a) placer les points de € correspondant aux extremums locaux;
(b) placer les éventuelles intersections de € avec les axes de coordonnées;
(c) tracer les tangentes de la question 4;
(d) tracerla courbe €
Exercice 1.2 (5 points).
La courbe € de la figure 1.5 page 27 est la courbe représentative d’une fonction f définie sur I =] —oo; 2[. On note f’ sa
fonction dérivée.
La courbe € coupe I'axe des abscisses au point d’abscisse % et]’axe des ordonnées au point B (0; —1).
La courbe ¢ admet pour asymptotes les droites A; et A, d’équations respectives y = —1 et x = 2.
La tangente a la courbe ¥ au point A(—2; —2) est parallele a I'axe des abscisses.

La tangente a la courbe ¥ au point B est (BD).
ATaide de ces informations et en précisant les arguments graphiques répondre aux questions suivantes :

1. Déterminer f(-2), f(0), f'(-2) et f'(0).
2. Résoudre I'inéquation f(x) > 0.
3. Résoudre I'inéquation f’(x) <0.
4. On pose g(x) = % pour x #0 et h(x) = g (f(x)).
(a) Pour quelle(s) valeur(s) de x, h(x) n’est-il pas défini ? Justifier.
(b) Déterminer h(-2) et h(0).
Exercice 1.3 (4 points).
Pour les éléves ne suivant pas l'enseignement de spécialité.
On considere la fonction f définie sur | —oo; +oo[ dont la courbe représentative € est tracée sur la figure 1.3 page 26.
Lune des courbes de la figure 1.4 page 26 est la courbe représentative de f’, la fonction dérivée de f, une autre est la
courbe représentative d’'une fonction g telle que g’ = f.

Déterminer quelles courbes peuvent convenir pour f’ et pour g.
On justifiera ses réponses par des arguments graphiques.
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Exercice 1.4 (4 points).
Pour les éleves suivant l'enseignement de spécialité.

1. Lafigure 1.1 de la présente page propose cinq graphes.

FIGURE 1.1 — Graphes de 'exercice 1.4

Graphe 1 Graphe 2 Graphe 3

Graphe 4 Graphe 5

(a) Déterminer ceux qui sont suceptibles de décrire une méme situation en justifiant.
(b) Indiquer ceux qui sont complets en justifiant.
(c) Indiquer ceux qui sont connexes en justifiant et, pour ces graphes connexes, indiquer leur diametre sans
justifier.
2. Dans un groupe de six enfants est-il possible que :
(a) cing d’entre eux aient exactement 3 amis et le dernier exactement 2 amis (justifier) ?

(b) I'un d’eux ait exactement 4 amis, un autre ait exactement 3 amis, trois autres aient exactement 2 amis et le
dernier exactement 1 ami (justifier) ?

(¢) I'un d’eux ait exactement 6 amis, deux autres aient exactement 3 amis, un autre ait exactement 2 amis et les
deux derniers exactement 1 ami (justifier) ?

Exercice 1.5 (2 points).
x®-2x-2 six<l1

2 six>1 On appelle €6,, sa représentation graphique.

La fonction f est définie sur R par: f(x) = {
1. Dans le repére de la figure 1.6 page 27 tracer en bleu %6, et en vert 6_, (c’est-a-dire les représentations de f pour
m=1letm=-2).
2. Donner les intervalles sur lesquels la fonction f est continue.

3. Question bonus (a ne traiter qu'une fois tout le reste terminé) : Déterminer m pour que f soit continue sur R. Tracer
alors sa représentation en rouge.
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Annexes

FIGURE 1.2 — Repére de I'exercice 1.1
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FIGURE 1.3 — Courbe ¥ de I'exercice 1.3

FIGURE 1.4 - Les trois courbes possibles de I'exercice 1.3

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3
y y y

4+ 4+
44k

2+ 2+
zgk

1 1 1
-2 (0] 2 X -2 X
1
/ 2 0 x
_.ZgW _2 =+
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FIGURE 1.5 - Figure de l'exercice 1.2
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FIGURE 1.6 — Repere de l'exercice 1.5
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Devoir surveillé n°2 - TES1
Généralités sur les fonctions — Limites — Graphes eulériens

Exercice 2.1 (4,5 points).
Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

« fO=02x°+x+1)° « g(x)=Vx?+2x+3 ) =
X—

Exercice 2.2 (4,5 points).
La figure 2.1 page 33 présente les courbes représentatives de trois fonctions f, g et h.

1. Déterminer graphiquement Dy, Dg et Dy, les ensembles de définition respectifs de f, g et h.
2. Déterminer graphiquement les limites aux bornes de leurs ensembles de définition de ces trois fonctions.

3. Indiquer les éventuelles asymptotes a ces trois courbes (on en précisera le type et I'équation).

FIGURE 2.1 - Figure de l'exercice 2.2

: y
i
I
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| : 7
| 7
___________________ - : 7
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7
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I
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|
I
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Exercice 2.3 (7 points).
La fonction f est définie sur R\{—1} par :
£ 2x%—x—1
X)=—
x+1

On appelle f’ sa fonction dérivée et € sa courbe représentative.

1. Montrer que f(x) =2x—-3+ pour tout réel x # —1.

x+1
2. (a) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
(b) En déduire des éventuelles asymptotes a la courbe 6.
, 2x% +4x )
3. (@) Montrer que f'(x) = T)Z pour tout réel x # —1.
X

(

(b) En déduire le signe de f'(x) selon les valeurs de x.

4. Dresser le tableau des variations de f en faisant apparaitre le signe de la dérivée, en indiquant les extremums
locaux et les limites aux bornes de son ensemble de définition.

5. En utilisant 'expression de f(x) la plus adaptée, montrer que € admet en +oco et en —oo une asymptote oblique
d’équation y =2x—3.
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Exercice 2.4 (4 points).

Pour les éléves ne suivant pas I'enseignement de spécialité.

La courbe (%) de la figure 2.2 page 34 est celle d'une fonction f définie sur l'intervalle I =]0; +oo[. On sait que :
. )lciil(l) f(x)=0;
« la courbe (€¢) coupe I'axe des abscisses au point (2; 0) ;
« la courbe (¥¢) admet pour asymptote 'axe des abscisses.

FIGURE 2.2 - Courbe (%) représentative de la fonction f de l'exercice 2.4
y

0 1 \///';"
€

€¢)

1. Déterminer lim f(x).
X—+00
2. Ladroite d’équation x = 0 est-elle asymptote a la courbe (¥) ? Justifier.
3. On définit une fonction g sur J = ]2; +oo[ par g(x) = ﬁ
ATl'aide des informations de I'énoncé, du graphique ou des réponses aux question précédentes :
(a) Déterminer, en justifiant avec soin, xlir+n g(x).
—+00
(b) Déterminer, en justifiant avec soin, lirr% f(x) puis en déduire lin% g(x).
X— X—
(c) En déduire laquelle des trois courbes de la figure 2.3 page 34 est la représentation graphique de la fonction
g.

FIGURE 2.3 — Courbes de la question 3c de I'exercice 2.4

C3

&)

G
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Exercice 2.5 (4 points).

Pour les éléves suivant 'enseignement de spécialité.

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. On construit un musée dont les pieéces sont disposées comme indiqué sur la figure 2.4 de la présente page (les

entrées et sorties du musée ne sont pas crées).

(a) Montrer qu'il est impossible d’organiser un parcours dans ce musée qui emprunterait une et une seule fois

chaque passage entre deux salles.

(b) Quel passage doit-on condamner, ou quel passage doit-on créer pour qu’un tel trajet soit possible ?
Dans quelle(s) piece(s) doit-on alors créer 'entrée et la sortie du musée ?

FIGURE 2.4 - Figure de la question 1 de l'exercice 2.5

Da Vinci Botticelli

Picasso

Van Gogh

Miré

Rembrandt

Delacroix

2. On donne la matrice d’adjacence M d’un graphe G et quelques unes de ses puissances. Répondre aux questions
suivantes, en justifiant vos réponses soigneusement uniquement a I'aide des matrices données.

01110
1 0101
1100 0

M=|l1 0 0 0 1
01010
01000
000 10
3110 2
1 4120
11 2 1 1

M=l 0 2 1 3 0
2 01 0 2
1 01 1 1
1 10 0 1

(a) Quel est!l’ordre du graphe G?

(b) Ce graphe est-il orienté ?

(c) Quel est I'ordre du sommet 3?

_ o O O O - O

ON = = = O

oO~_ O~ O OO

N O = O O = -

2 7 46 1 21
7 25 2 6 5 2
45 2 2 21 2

M=l 6 2 2 0 5 2 4
1625011
251 2 10 3
1 22 41 3 2
17 9 9 4 13 8 8
9 23 9 15 4 4 7
9 9 9 8 7 7 3

M= 4 15 8 15 2 6 2

13 4 7 2 11 7 6
8 4 7 6 7 8 2
8 7 3 2 6 2 7

(d) Ce graphe admet-il un cycle eulérien ? Une chaine eulérienne ?

(e) Quelle est la distance entre le sommet 2 et le sommet 72

(f) Quel estle diametre de G?

(g) Combieny a-t-il de chaines de longueur 4 qui partent du sommet 6 et qui y reviennent ?
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Devoir surveillé n°2 - TES3
Généralités sur les fonctions — Limites

Exercice 2.1 (4,5 points).
Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

« fO=02x°+x+1)° « g(x)=Vx?+2x+3 ) =
X—

Exercice 2.2 (4,5 points).
La figure 2.1 de la présente page présente les courbes représentatives de trois fonctions f, g et h.

1. Déterminer graphiquement Dy, Dg et Dy, les ensembles de définition respectifs de f, g et h.
2. Déterminer graphiquement les limites aux bornes de leurs ensembles de définition de ces trois fonctions.

3. Indiquer les éventuelles asymptotes a ces trois courbes (on en précisera le type et I'équation).

FIGURE 2.1 - Figure de l'exercice 2.2
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Exercice 2.3 (7 points).
La fonction f est définie sur R\{—1} par :
£ 2x%—x—1
X)=—
x+1

On appelle f’ sa fonction dérivée et € sa courbe représentative.

1. Montrer que f(x) =2x—-3+ pour tout réel x # —1.

x+1
2. (a) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
(b) En déduire des éventuelles asymptotes a la courbe 6.
, 2x% +4x )
3. (@) Montrer que f'(x) = T)Z pour tout réel x # —1.
X

(

(b) En déduire le signe de f'(x) selon les valeurs de x.

4. Dresser le tableau des variations de f en faisant apparaitre le signe de la dérivée, en indiquant les extremums
locaux et les limites aux bornes de son ensemble de définition.

5. En utilisant 'expression de f(x) la plus adaptée, montrer que € admet en +oco et en —oo une asymptote oblique
d’équation y =2x—3.
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Exercice 2.4 (4 points).
Pour les éléves ne suivant pas I'enseignement de spécialité.
La courbe (€¥) de la figure 2.2 de la présente page est celle d'une fonction f définie sur I'intervalle I =]0; +ool. On sait
que:
. )lci_Ig f(x)=0;
« la courbe (€¢) coupe I'axe des abscisses au point (2; 0) ;
« la courbe (¥¢) admet pour asymptote I'axe des abscisses.

FIGURE 2.2 - Courbe (%) représentative de la fonction f de I'exercice 2.4
y

0 1 v/_——;
€

€)

1. Déterminer xlirP f(x).
—+00
2. Ladroite d’équation x = 0 est-elle asymptote a la courbe (€) ? Justifier.
3. On définit une fonction g sur J =12; +oo[ par g(x) = ﬁ
ATaide des informations de I'énoncé, du graphique ou des réponses aux question précédentes :
(a) Déterminer, en justifiant avec soin, xliIP g(x).
—+00
(b) Déterminer, en justifiant avec soin, lirr% f(x) puis en déduire lin; g(x).
X— X—
(c) En déduire laquelle des trois courbes de la figure 2.3 de la présente page est la représentation graphique de
la fonction g.

FIGURE 2.3 — Courbes de la question 3c de I'exercice 2.4

C3

G

C
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Chapitre 2

Statistiques a deux variables
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2.1 Activité

Activité 2.1 (Délit d’'initié (d’apres Yallouz Arie)).
La petite histoire racontée ci-dessous n'a bien siir rien a voir avec des faits réels.
Un financier assure lors d'un proces intenté contre lui sous le motif de « délit d’initié », avoir basé ses achats d’actions
d’une grande entreprise sur les données publiques résumées dans le tableau ci-dessous, donnant pour onze trimestres

consécutifs un indicateur des ventes et un indicateur de la valeur de ses actions en bourse.

Trimestre i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
Vente 100 | 95 | 67 | 80 | 87 | 55| 70 | 90 | 82 | 50 | 90
Cours 85 | 77 | 74 |62 | 67 |69 |56 |63 |71 |68 54

1. Représenter graphiquement I'évolution du cours des actions en fonction de I'indicateur des ventes.

Cette représentation graphique permet-elle d’anticiper le cours de I'action ?

2. Au cours du proces I'avocat du financier présente un graphique ot I'on regarde comment évolue I'indicateur du

cours boursier en fonction de I'indicateur de vente du trimestre précédent.

(a) Représenter graphiquement I'évolution du cours des actions en fonction de la vente au trimestre précédent.

(b) Quelle est la forme du nuage de points obtenu?

(c) N; désigne le nuage correspondant aux cing premiers points et N, celui correspondant aux cinq derniers

points.

« Calculer les coordonnées du point moyen G; du nuage N et celles du point moyen G, du nuage Nj.
« Donner une équation de la droite (G G2) (on arrondira les coefficients au centiéme) et la tracer.

« Vérifier que cette droite passe par le point moyen G du nuage de points.

3. Lefinancier assure avoir basé sa prévision du cours de bourse al’aide d'une droite A d’équation: y = 0,44x+31, 86.

Lobjet de cette question est de comparer les deux types d’ajustement.

(a) On ajuste les points (M;) d'un nuage par une droite
9 d’équation y = ax + b, on note §; 'écart entre le
point M; (x;; y;) du nuage et le point M de méme

abscisse x; appartenant a la droite A.

Ainsié; = y;—y = y;—(ax; + b) (voir figure ci-contre).
Compléter le tableau

2.1

page

suivante.

Vi
y

N
(b) Lasomme Z [vi — (ax; + b)] % est appelée somme des résidus quadratiques en y. Comparer les deux sommes.

i=1
Que remarquez-vous ?
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4. Lobjet de cette question est d’effectuer un ajustement affine par la méthode des moindres carrés, c’est-a-dire de

N
déterminer la droite D d’équation y = ax+ b telle que la somme des résidus quadratiques S = Z [vi - (ax; + b)]2
i=1
soit minimale. Cette droite est appellée droite de régression. l
(a) Dans un premier temps, on suppose connu le coefficient directeur a de la droite D.
« Le premier résidu est : (77 — 100a — b)? = b*> — 2b(77 - 100a) + (77 — 100a)?.
Développer de méme les neufs autres résidus.
« Vérifier que la somme S est un polynéme du second degré en b.
« Montrer que la somme S est minimale pour b =66,1—77,6a.
« En déduire que le point moyen G appartient a la droite D.
(b) Calcul du coefficient directeur a.
« Enremplacant b par 66,1 —77,6a, vérifier que la somme S est un polynéme du second degré en a.
« En déduire la valeur de a pour laquelle S est minimal, puis celle de b.
« Donner I'équation réduite de la droite D. Comparer avec celle de A.

TABLE 2.1 — Comparaison des ajustements

x; (vente au yi (cours au Avec la droite (G1G2) Avec la droite A
trimestre i) trimestre i +1) [yi - (0,43x; +32,59)] [yi - (0,44x; +31,86)]°

100 77

95 74

67 62

80 67

87 69

55 56

70 63

90 71

82 68

50 54

Somme

2.2 Bilan et compléments

2.2.1 Nuage de points, point moyen

On suppose que, suite 4 une étude, on s'intéresse a deux variables numériques discrétes sur une population. A
chaque individu de cette population on associe ainsi un couple (x;; y;), ol x; est la valeur de la premiére variable et y;
la valeur de la seconde.

Lensemble des couples forme une série satistique double a deux variables, notée simplement (x;; y;).
Si la premiere variable est le temps, on parle de série chronologique.

Définition 2.1. Soit (x;; y;) une série satistique a deux variables.

« Lensemble des points M; (x;; y;) est appelé le nuage de points de la série.

« Le point moyen de ce nuage est le point G (X; 7) ol X est la moyenne des x; et y la moyenne des y;.

« On appelle droite de régression, ou ajustement affine, toute droite concue pour passer au plus pres des points du
nuage.

Remarque. Un ajustement affine n’a de sens que si les points sont presque alignés (si le nuage a une forme allongée
réguliére). Il existe d’autres types d’ajustements quand le nuage de point n’a pas cette allure et nous en verrons quelques
uns en exercice.

2.2.2 Droite de régression par la méthode de MAYER

Définition 2.2. Soit NV un nuage de points. Soient N; et N, les deux sous nuages constitués respectivement de la
premiére moitié des points de N et de la derniére moitié des points de N. Soient enfin G; et Gz les points moyens
respectifs de N} et N,.

Alors la droite (G G) est appelée droite de MAYER.

Remarque. Sile nombre de points de N est impair, 'un des deux sous nuages contient un point de plus que I'autre.
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2.2.3 Droite de régression par la méthode des moindres carrés

La distance d’'un point M; (x;; y;) & une droite d’équation y = ax + b étant celle entre le point M; et le point de
la droite d’abscisse x; et S la somme des carrés de ces distances, on admet qu'’il existe une droite pour laquelle S est
minimale :

Propriété2.1. Ladroite de régression de y en x par la méthode des moindres carrés est la droite :
« passant par le point moyen G (x;7y) ;
cov(x;y) .

o de coefficient directeur : a =
V(x)

N
- V()= % Y (xi —E)Z est la variance des x;
i=1

N
- cov(x; y) =% 3 (xi =) (yi — J) est la covariance de x et y.
i=1

Léquation réduite de cette droite de régression est alors y = a(x —x) +y.

Onl’admettra.

Remarques. « La calculatrice permet d’obtenir directement les coefficients de la droite de régression de y en x par
la méthode des moindres carrés, ce qui évite les longs calculs (voir le tableau 2.2 de la présente page).
« Ladroite de régression de y en x n’est pas la méme que la droite de régression de x en y. La premiére minimise la
somme des carrés des distances « verticales », la seconde la somme des carrés des distances « horizontales ».

TABLE 2.2 — Utilisation de la calculatrice

On peut retrouver tous ces parametres statistiques en utilisant les listes d'une calculatrice.

TI-82 Casio Graph 25

Sélectionner le menu STAT
4: ClrList

- DEL-A
Effacer les anciennes données YES
’ [>]

20 DEL-A

ENTER VES

STAT
1 : Edit ATl'écran

Alécran: List1 | List2 | List3
Ll [ L2 | L3 1 30 12
Entrer les nouvelles données. 30 | 12 2 40 19
On entre les valeurs des x; dans la 40 | 19 3 50 24
premiére colonne (L1 oulist 1) etles 50 | 24 4 60 30
valeurs des y; dans la deuxieme co- 60 | 30
lonne (L2 ou list 2) ;

CALC|[ > |
4 : Linreg (ax+ b)

Alécran: Alécran:
Calculer les parametres statis- Linreg (a.x +b) Linreg
i y=ax+b a=
iques

a= b=

b = r=

r= r?=

y=ax+b
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2.3 Exercices

Tous les résultats seront arrondis a 1073,

Exercice 2.1.
Le tableau suivant recense, par clinique, le nombre de postes de personnel non médical en fonction du nombre de lits
de la clinique :

Clinique C 1 C2 C3 C4 C5 CG C7 Cg Cg CIO C 11
Nombre de lits X 122 | 177 | 77 135 | 109 | 88 185 | 128 | 120 | 146 | 100
Nombre de postes Y | 205 | 249 | 114 | 178 | 127 | 122 | 242 | 170 | 164 | 188 | 172

1. Construire le nuage de points M; (x;; y;) correspondant a cette série (unités graphiques : en abscisse 1 cm pour 10
lits; en ordonnée 1 cm pour 20 postes).
D’apres 'allure du nuage, un ajustement affine est-il justifé ?

2. Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage et le placer sur le graphique.

3. (a) Sans utiliser les fonctions statistiques de votre calculatrice, mais en vous aidant éventuellement du tableau
2.3 de la présente page ou d'un tableur :

TABLE 2.3 — Tableau pour la question3a

xi | yi | Xi=xi-%|Yi=yi-y | YiXi | X7
122 | 205
177 | 249
77 114
135 | 178
109 | 127
88 122
185 | 242
128 | 170
120 | 164
146 | 188
100 | 172
Somme
Moyenne
N N
i. Déterminer V(x) = & Y (x; —%)° ii. Déterminer cov(x;y) == Y. (xi—X)(yi-7)

I
—

1

I
—

1

iii. En déduire le coefficient directeur de la droite de régression 2 de y en x par la méthode des moindres
carrés puis son équation.
Tracer 2 sur le graphique.

(b) On dit que la droite de régression obtenue par la méthode des moindres carrés est treés sensible aux valeurs
extrémes (ou aberrantes). Faites une expérience pour illustrer cette affirmation en changeant 'une des don-
nées (on pourra pour cette question utiliser les fonctions statistiques de la calculatrice).

4. Une clinique possede 25 lits. En utilisant les résultats de la question 3a, a combien peut-on estimer, par le calcul,
le nombre de postes de personnel non médical ? Illustrer votre réponse sur le graphique.

Exercice 2.2.
La tableau suivant donne le PNB (en € par habitant) ainsi que le nombre d’hopitaux (pour 1 million d’habitants) dans
quelques pays européens :

Pays P P, P3 Py Py Pg p,; Pg
X =PNB (en € par habitant) | 5100 | 7800 | 11200 | 15800 | 20100 | 22500 | 26200 | 28900
Y = nombre d’hdpitaux par
million d’habitants

620 1080 | 1550 2100 3000 3250 3800 4200

1. Représenter le nuage de points associé ala série statistique (X; Y) (unités graphiques : en abscisse 1 cm pour 1 000
€; en ordonnée 1 cm pour 200 hépitaux).
On prendra pour origine le point (5000 ; 600).
D’apres 'allure du nuage un ajustement affine est-il justifié ?
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2. Déterminer les coordonnées du point moyen G de ce nuage de points. Placer G sur le graphique.

3. Droite de MAYER
Dans cette question, on considére deux sous-nuages : celui constitué des points correspondants aux pays Pj, Po,
P53 et P4 et celui constitué des points Ps, Pg, P; et Pg.

(a) Calculer les coordonnées des points moyens G et Gz des deux sous-nuages. Placer G; et Gy sur le graphique.

(b) Démontrer qu’'une équation de la droite (G, G»), ot les coefficients sont arrondis a 1072, est: y=0,15x-199.
La représenter sur le graphique.

(c) Compléter le tableau suivant :

X 5100 | 7800 | 11200 | 15800 | 20100 | 22500 | 26200 | 28900
Y 620 | 1080 | 1550 2100 3000 3250 3800 4200
0,15X - 199

Y —(0,15X — 199)
[Y - (0,15X — 199)]?

En déduire la somme des résidus quadratiques S associée a la droite de MAYER.

4. Par les moindres carrés
Déterminer une équation de la droite de régression & de y en x par la méthode des moindres carrés. La repré-
senter sur le graphique.

5. La somme des résidus quadratiques S’ associée a 2 est S’ ~ 35482,50. Laquelle des deux droites réalise-t-elle le
meilleur ajustement affine ?

6. Estimations
Alaide de I'équation de 2 et en détaillant les calculs répondre aux questions suivantes :
(a) Un pays aun PNB de 23 400 € par habitant. Quelle estimation peut-on faire du nombre d’hdpitaux par mil-
lion d’habitants dans ce pays ? (Arrondir a l'unité)
(b) Un pays a 3500 hopitaux par million d’habitants. A combien peut-on estimer son PNB en € par habitant?
(Arrondir a l'unité)

Exercice 2.3.
Un hypermarché dispose de 20 caisses. Le tableau ci-dessous donne le temps moyen d’attente a une caisse en fonction
du nombre de caisses ouvertes :

Nombre de caisses ouvertes X 3 4 5 6 | 8] 10 | 12
Temps moyen d’attente (en minutes) y | 16 | 12 | 96 | 7,9 | 6 | 4,7 | 4

1. Construire le nuage de points M; (x;; y;) correspondant a cette série statistique. (Unités graphiques : en abscisse
1 cm pour une caisse ouverte; en ordonnée 1 cm pour une minute d'attente).

2. Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage et le placer sur le graphique.
3. Un ajustement affine

(a) Déterminer 'équation de la droite de régression 2 de y en x par la méthode des moindres carrés. La repré-
senter sur le graphique.

(b) Estimer, al’aide d'un calcul utilisant 'équation de & :
i. le nombre de caisses a ouvrir pour que le temps moyen d’attente a une caisse soit de 5 minutes;

ii. le temps moyen d’attente a la caisse lorsque 15 caisses sont ouvertes.
Pensez-vous dans ce cas que I'ajustement affine soit fiable 2

4. Un ajustement non affine
On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(X) = % et ¥ sa représentation graphique.
(a) Déterminer A de facon a avoir : f(3) = 16.
(b) Tracer alors € dans le repere utilisé pour le nuage.
(c) Estimer al’aide d'un calcul utilisant la fonction f :
i. le nombre de caisses a ouvrir pour que le temps moyen d’attente a une caisse soit de 5 min;

ii. le temps moyen d’attente a la caisse lorsque 15 caisses sont ouvertes.
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Exercice 2.4.
Lors d'une période de sécheresse, un agriculteur reléve la quantité totale d’eau en m? utilisée par son exploitation
depuis le premier jour et donne les résultats suivants :

Nombre de jours écoulés : x; 1 3 |5 8 10
Volume utilisé en m® : y; 225 |43 (8175 27

1. Représenter la série statistique (x;; y;).
(Unités graphiques : abscisse 1 cm pour un jour; ordonnée 0,5 cm pour un n>).

2. Donnez I'équation de la droite A des moindres carrés sous la forme y = mx+ p olt m et p sont les coefficients
arrondis 4 1072, La représenter sur le graphique.

3. Le nuage de points permet d’envisager un ajustement par une parabole & qui passe par les points A(1; 2,25) et
B(10; 27), et qui a pour équation y = ax?®+ b ol a et b sont des réels.
Déterminer a et b et donnez I'équation de la parabole £2. La représenter sur le graphique.

4. Dans cette question, on compare les deux ajustements a 'aide du tableau suivant :

Xi 1 3 5 8 10
Vi 2,25 4,3 8 17,5 | 27
lyi—(mx;+p)l | 254 | 0,91 | 2,71
lyi—(axi+b)| [ 0 [005]025

Les sommes des deux dernieres lignes évaluent, pour chaque ajustement, la somme des écarts entre les ordon-
nées des points du nuage et les ordonnées des points de méme abscisse de I'ajustement.

Donnez les arrondis 4 107! des deux totaux.

Déduisez 'ajustement qui parait le mieux adapté.

Exercice 2.5.
Une étude fictive faite en France sur le taux d’équipement des ménages en automobile et I’age des femmes lors de leur
premier mariage donne les résultats suivants :

années | 1979 | 1981 | 1984 | 1986 | 1990 | 1991 | 1992 | 1979 | 1993 | 1994 | 1995
taux x; | 68,6 70 72,9 73,4 74,6 | 76,5 76,8 77 78 79,5 79
age y; 22,9 | 23,1 23,9 24,5 25 256 | 258 | 26,1 264 | 26,7 | 26,9

1. Représenter la série statistique.
(Unités graphiques : abscisse 1 cm pour 1 % origine a 66; ordonnée 1 cm pour 1 an origine a 22)
Lallure du nuage semble-t-il justifier un ajustement affine?

2. Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage puis déterminer I'équation réduite de la droite de regres-
sion de y en x par la méthode des moindres carrés.

3. Suivant cet ajustement affine, quel serait 'dge au premier mariage pour un taux de 90 % ? Ce calcul a-t-il un sens?

4. Peut-on en déduire qu’il y a un lien entre le taux d’équipement des ménages en automobile et 'a4ge du premier
mariage ? Comment expliquer la corrélation entre ces deux grandeurs ?

Exercice 2.6.

Au cours d'une séance d’essais, un pilote automobile doit, quand il recoit un signal sonore dans son casque, arréter le
plus rapidement possible son véhicule.

Au moment du top sonore, on mesure v; (en km/h) de 'automobile, puis la distance d; (en m) nécessaire pour arréter
le véhicule.

Pour sept expériences, on a obtenu les résultats suivants :

vitesse v; 20 43 62 80 98 115 130
distance d’arrétd; | 3,5 | 20,5 | 35,9 | 67,8 | 101,2 | 135,8 | 168,5

1. Dans le premier repére fourni sur la figure 2.1 page 42, représenter le nuage de points de coordonnées (v;; d;).
Un ajustement affine semble-t-il pertinent ? Argumenter.
2. Onpose y; =+/d;.
(a) Reproduire et compléter le tableau suivant (on arrondira les résultats au centiéme)
vi | 20 |43 | 62 | 80 | 98 | 115 | 130
Yi
(b) Dans le second repere fourni sur la figure 2.1 page 42, construire le nuage des points de coordonnées (v;; y;)

associé a cette nouvelle série double avec pour unités.
La forme du nuage permet-elle d’envisager un ajustement affine ? Argumenter.

40 http :/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

Terminale ES - 2 008-2 009 2.3 Exercices

(c) Donner I'équation de la droite de régression de y en v obtenue par la méthode des moindres carrés (on
arrondira les coefficients au millieme) et la tracer.

(d) ATlaide de cette équation estimer (arrondis au centieme) :
« lavitesse v d'un véhicule lorsque sa distance d’arrét est de 180 m;
« la distance d’arrét d de ce véhicule s’il roule a 150 km/h.

(e) Lemanuel du code delaroute donne, pour calculer la distance d’arrét (en m), la méthode suivante : « Prendre
le carré de la vitesse exprimée en dizaines de km/h ».
Comparer les résultat obtenus au 2d a ceux que I'on obtiendrait avec cette méthode.

Exercice 2.7.
La société MERCURE vend des machines agricoles. Suite a une restructuration en 1 998, elle a pu relancer sa production
et ses bénéfices annuels ont évolué comme indiqué dans le tableau suivant :

Année 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
Rang de I'année x; 0 1 2 3 4 5
Bénéfice en milliers d’euros y; 64 75 100 113 125 127

1. (a) Représenter le nuage de points associé a la série statistique (x;; y;) dans un repere orthogonal.
Les unités graphiques seront 2 cm pour une unité sur l'axe des abscisses et 1 cm pour 10 unités sur l'axe des
ordonnées.

(b) Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage (arrondir au dixieme). Placer le point G dans le repere.

2. En premieére approximation, on envisage de représenter le bénéfice y comme une fonction affine du rang x de
I'année.

(a) Donner une équation de la droite d’ajustement (2) obtenue par la méthode des moindres carrés (arrondir
les coefficients au centiéme).

(b) Tracer cette droite (2) dans le repere.
(c) Quelle prévision ferait-on pour le bénéfice en 2 005 avec cette approximation ?

3. En observant le nuage de points, on envisage un deuxieme modele d’ajustement donné par y = f(x) avec
f(x) = —2x* +23x+63.

(a) Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle [0; 6].
(b) Tracer la courbe représentative (%f) de la fonction f dans le repere de la question 1).
(c) Quelle prévision ferait-on pour le bénéfice en 2 005 avec ce deuxieme modéle d’ajustement ?

4. Enréalité, le bénéfice en 2 005 est en hausse de 0,9 % par rapport a celui de 2 004.
Des deux ajustements envisagés dans les questions précédentes, quel est celui qui donnait la meilleure prévision
pour le bénéfice en 2005 ? Justifier la réponse.
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Devoir commun de Terminale ES

Généralités sur les fonctions — Statistiques — 3 heures

Ce sujet comporte 4 pages.

Du papier millimétré est mis a disposition des éleves.
Lutilisation de la calculatrice est autorisée.
Le baréme est provisoire.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
Vappréciation des copies.

Exercice 3.1 (5 points).

La courbe ¥ ci-contre est une partie de la courbe re-
présentative, relativement a un repere orthogonal, d'une
fonction f définie et dérivable sur R. On donne les rensei-
gnements suivants :

- P s
2 -1 ! 2 3.z 5
« la courbe admet une tangente horizontale au point : ~1+ B
d’abscisse 1; : DRSS e
« le point B(2; —1) appartient a € ; ol ~7A
« la tangente a la courbe ¥ au point B passe par le
point C (4; 0);
« l'axe des abscisses est asymptote a la courbe € en =37

+00.

Chaque question ci-dessous comporte trois réponses possibles. Pour chacune de ces questions, une seule des réponses
proposées est exacte. Recopier sur sa copie le tableau suivant et le compléter sachant que une réponse exacte rapporte
1 point, une réponse inexacte enléve 0,5 point, l'absence de réponse ne rapporte aucun point et n'en enleve aucun et si le
total est négatif, la note est ramenée a 0.

Question|1|2|3|4a|4b
Réponse | | | | |

1. f'@2)...
(a) ...vaut2 (b) ...vaut -1 (c) ...vaut%

2. Une des représentations de la figure 3.1 page 46, représente la fonction dérivée f' de f, il s’agit de ...
(a) ...(gl (b) ...(52 (C) ...(63

3. Une des représentations de la figure 3.1 page 46, représente une fonction # telle que b’ = f, il s’agit de ...
(a) ___cgl (b) ___cgz (C) ...<€3

'S

. On appelle g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) = ﬁ

(@) xg@wg(x) .

i. ...vautO ii. ...vaut —oo iii. ...vaut +oo
(b) g'@)...
i. ...vaut2 ii. ...vautO ii. ...vaut—%
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Exercice 3.2 (5 points).
Le tableau suivant donne I'’évolution de la population de I'Inde de 1951 a 2001.

Année 1951 | 1961 | 1971 | 1981 | 1991 | 2001
Rang x; 1 2 3 4 5 6
Population en millions y; | 360 439 548 683 846 | 1018

1. Calculer le pourcentage d’augmentation de la population de I'Inde entre 1951 et 2001 (on arrondira le taux a
1072).

2. Représenter le nuage de points (x;; y;) dans un repére; unités graphiques : 1 cm pour une année en abscisse et 1
cm pour 100 millions d’habitants en ordonnée.

3. Déterminer les coordonnées du point moyen G de ce nuage et placer G sur le graphique.
4. On souhaite réaliser un ajustement affine de ce nuage afin de prévoir la population de I'Inde en 2 021.
(a) Méthode de MAYER

i. Déterminer les coordonnées du point moyen Gj des trois premiers points du nuage puis celles du point
G des trois derniers points du nuage.
ii. En déduire que I'équation de la droite (G, G) est: y = %x + %
iii. Déterminer al'aide de cette équation une prévision pour la population de I'Inde en 2 021.
(b) Méthode des moindres carrés

i. Déterminer a I'aide de la calculatrice I'équation de la droite de régression de y en x par la méthode des
moindres carrés (on arrondira les coefficients 4 102 pres).

ii. Déterminer a I'aide de cette équation une prévision pour la population de I'Inde en 2021, a 1 millions
d’habitants pres.

5. Déterminer en utilisant la méthode de votre choix’année au cours de laquelle la population de I'Inde dépasserait
2 milliards d’habitants.

Exercice 3.3 (5 points).
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
La fonction g est définie sur R par :
gx)=2x3-3x*-3
On appelle g’ sa fonction dérivée.
1. Montrer que g'(x) =6x(x—1).
2. Etudier le signe de g'(x) selon les valeurs de x.
3. Dresser le tableau des variations de g en indiquant les valeurs des extremums locaux.
4. (a) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a comprise entre 1 et 2.
(b) Déterminer une valeur approchée de a 2 10! pres.

(c) Dresser le tableau de signe de g(x) selon les valeurs de x.

Partie B : Etude d’une fonction
La fonction f est définie sur ]1; +oo[ par:

3
x°+2x+1
f(x)=f1

On appelle f’ sa fonction dérivée.

1. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2x3-3x2-3
(x-1)?

3. ATaide de la question précédente et de la partie A, déterminer le signe de f’(x) selon les valeurs de x.

2. Montrer que f'(x) =

4. Dresser le tableau des variations de f en indiquant le signe de f’(x) et les limites obtenues en 1.
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Exercice 3.4 (5 points).

Pour les éleves ne suivant pas l'enseignement de spécialité.

Une entreprise produit et commercialise des tee-shirts.

Le cofit de production de x milliers de tee-shirts est donné en euros par la fonction C :

C(x) = 0,2x% — x*> + 80x +24000; x € [0; 60]

On note C’ la fonction dérivée de C
1. (a) Déterminer C'(x) et montrer que C’(x) est positif.
(b) Dresser le tableau de variations de la fonction C.
(c) On rappelle que le cotit marginal est le cotit de production d'une unité supplémentaire et qu’il peut étre
modélisé par la fonction dérivée.
Calculer le cotit marginal d’un tee-shirt lorsqu’on en produit 50 000.
2. On définit le cotit moyen par : Cps(x) = @

_ (x—40)(0,4x%+15x+600)
= > .
X

(a) Montrer que sa dérivée est définie par : C},(x)
(b) Montrer que : C]’V[(x) ale méme signe que : x—40

(c) Dresser le tableau de variations de Cys; en déduire la quantité pour laquelle le cotit moyen est minimal.
Vérifier que pour cette production le colit moyen est égal au cotit marginal.

3. Chaque tee-shirt étant vendu 2 €, calculer le bénéfice réalisé par la fabrication et la vente de 40 000 tee-shirts.

Exercice 3.5 (5 points).

Pour les éleves suivant l'enseignement de spécialité

Partie A : Pistes cyclables

Une grande ville a mis en place un systéme de location de bicyclettes en libre service. Un abonné peut ainsi louer une
bicyclette dans une station puis la déposer dans n'importe quelle station de son choix. La ville comporte sept stations
de location nommeées A, B, C, D, E, F et G. Les stations reliées entre elles par une piste cyclable sont indiquées sur le
graphe de la figure 3.2 page suivante.

1. Philippe, cycliste tres prudent, décide de visiter cette ville en n'empruntant que des pistes cyclables. A-t-il la pos-
sibilité d’effectuer un parcours empruntant une fois et une seule toutes les pistes cyclables. Justifier la réponse. A
la fin de ce parcours, pourra-t-il rendre sa bicyclette dans la station de départ? Justifier la réponse.

2. On appelle M la matrice associée a ce graphe. on donne deux matrices N et T :

4 9 8 5 5 9 2 4 9 8 4 5 9 1
9 6 10 7 10 6 4 9 6 10 6 10 6 4
8 10 8 5 10 9 4 8 10 8 4 10 9 4
N=|5 7 5 2 8 4 5|etT=|5 7 5 2 8 4 5
5 10 10 8 11 2 5 8 10 8 11 0
9 6 9 4 11 4 6 9 6 9 4 11 4 6
2 4 4 5 6 0 1 4 4 5 6 0

(a) Une des deux matrices N ou T est la matrice M3. Sans calcul, indiquer quelle est la matrice M3, Justifier la
réponse.

(b) Philippe aloué une bicyclette a la station F et]’a rendue a la station E. Au cours de son déplacement, en trois
étapes, il est passé exactement deux fois devant une station. Combien de trajets différents a-t-il pu suivre ?
Expliquer.

Partie B : En voiture
Certaines de ces avenues sont a sens unique, d’autres a double sens pour la circulation des voitures; d’autres sont
réservées aux cyclistes; I'ensemble est résumé sur le graphe de la figure 3.3 page suivante.

1. Ecrirela matrice M’ associée a ce graphe (on rangera les sommets dans Uordre alphabétique).
2. (a) Quelestle nombre de trajets de longueur 3 reliant E a F? On en donnera la liste.

(b) Comment pourrait-on obtenir ce résultat uniquement par le calcul a partir de la matrice M’ ?
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FIGURE 3.1 - Figure de I'exercice 3.1 — Courbes des questions 2 et 3
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FIGURE 3.2 - Graphe des pistes cyclables de I'exercice 3.5 FIGURE 3.3 - Circulation des voitures de I'exercice 3.5

R

46 http :/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

Chapitre 3

Calcul intégral
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3.1 Activités

Activité 3.1 (Somme de coflits marginaux).
Production a l'unité
Une petite usine fabrique des casseroles toutes identiques.
A chaque casserole fabriquée, le service de gestion calcule le cotit de sa fabrication. Ce cofit est appelé cotit marginal et
est donné dans le deuxiéme colonne du tableau 3.1 page 49.
Les cofits fixes se montent a 80 €.
Au fur et a mesure de la fabrication, on somme les cotits marginaux des casseroles déja fabriquées ; en ajoutant les cotts
fixes on obtient alors le cofit total.
1. (a) Lirele cotit marginal de la 15°°™¢ casserole.
(b) Calculer la somme des cotits marginaux de la 11 2 la 15®™€ casserole. A quoi correspond ce nombre 2
(c) Ouretrouve-t-on ce nombre sur chacun des graphiques obtenus sur la figure 3.1 page 49?
Oiéme

2. Faire de méme pour la 2 casserole et la somme des cotits marginaux de la 1'*¢ a la 20'“™¢ casserole.

3. Quelle casserole a le plus petit cotit marginal ? Quel est alors le cofit total de fabrication pour ce niveau de pro-
duction?

Production continue

Dans une autre usine, on produit une pate a bois.

Le cotit marginal, en euros par kg produit, est donné par: C,,(x) =0, 3x%2-4,8x+21,2 pour x € [0; 20]. C’est une fonction
continue car on peut produire quelques grammes.

1. Calculer le cotit marginal du quinzieme kg produit, du vingtieme et du huitieme. Comparer au cas précédent.
2. La courbe € tracée sur la figure 3.1 page 49 représente le colit marginal pour x kg produits.

(a) Comment interpreter la somme des aires des rectangles dessinés sur ce graphique ?

x=8
(b) Calculer la somme, pour x variantde len 1: Z 1xCrp(x) =1xCpy(D)+1xCpy(2)++--+1x Cppy (7) +1x Cpp (8).

x=1
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3. On étudie les cotlits marginaux des huit premiers kg en calculant ces coftits pour chaque 500 g ou 0,5 kg.

(a) Al’aide de la calculatrice, calculer les cotits marginaux de 0,5 kg a 8 kg de tous les 500 g, en euros par 0,5 kg,

etles placer dans une liste.

(b) Calculer la somme, pour x variant de 0,5 en 0,5 : Z =0,5%x C, (0,5 +0,5x Cpy (1) +---+ 0,5 x Cpy (8).

Comment pourrait-on représenter cette somme sur le graphique 3.12

4. Sivous disposez d'un tableur, procéder de méme en calculant les cotits marginaux tous les 100 g, en euros par 0,1

kg.

x=8

Expliquez pourquoi la somme, pour x variant de 0,1 en 0,1 : Z 0,1 x Cy,(x) est tres proche de l'aire sous la

courbe.

x=0,1

Activité 3.2 (Fonctions dont on connait la dérivée). 1. Soit les fonctions f et g définies sur R par f(x) = x> —3x+4 et
g(x) =2x—3. Vérifier que g est la dérivée de f. Trouver d’autres fonctions ayant g pour dérivée.

2. (a) Quelles sont les fonctions définies sur un intervalle dont la dérivée est toujours nulle sur cet intervalle ?

(b) Soit F une fonction de dérivée f sur un intervalle I. Quelle est la dérivée de F ? De la fonction x — F(x) + k

oukeR?

3. ATlaide du tableau des dérivées, trouver une fonction F ayant pour dérivée la fonction f donnée dans chacun des

cas suivants :

(a) f(x)=5x4 surlR; (c) f(x)=3x2—2x+lsur[R; e f(x)= 1 sur ]0; +ool;
. 2V/X
(b) f(x)=3surR; @ fl)= 22 Surlo; +ool; ) f(x)=62x-1)?surR
Activité 3.3 (Aire et primitive). 44]
Fonction constante P
Le droite 2 d’équation y = 3 est la représentation gra- 3
phique de la fonction f(x) = 3 dans le repere ci-contre. \
2+
1. Calculer I'aire du rectangle hachuré, en carreaux.
2. Donner une primitive F de f sur R et calculer F(6) — 1:7 \
F). : SDOAANNNY o
Comparer avec l'aire du rectangle. Oli1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fonction affine 5+Y
La droi;[e 2 d’équation y = %x + 2 représente la fonction 4 2
fx) = 7X+2. 3
1. Calculer I'aire du trapeze 1 hachuré, en carreaux.
2. Déterminer une primitive F de f sur R et calculer
F(4)~ F(-2). <\ PONNNNNAY S
Comparer avec 'aire du trapeze. —4/5 -2 =10 | i1 2 3 4 5

Aire sous la parabole

ARCHIMEDE démontra a I'aide de suites que : « Un secteur
parabolique compris entre une droite et une parabole est
égal a 4 fois le tiers de I'aire d'un triangle ayant méme base
et méme hauteur que ce secteur ».

Puis il le vérifia expérimentalement en cherchant la masse
d’une plaque métallique ayant cette surface.

Les points O, A, B, C, D, E et F appartiennent a la parabole
2 d’équation y = —3x* +3x.

1. Calculer Tl'aire </ du polygone hachuré (qu'on
pourra découper en plusieurs figures connues : tri-
angles, trapezes, etc.), puis l'aire «%» du triangle
OCF. Vérifier que 'on a &1 < %.szfg.

2. Déterminer une primitive F de la fonction f définie
sur Rpar f(x) = —1x? +3x.

(b+B)x h

1. Laire d’un trapéze est donnée par la formule —Y ol b est la petite base, B la grande base et h la hauteur du trapeze
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unité | colit marginal | coft total

0 80

1 16,7 96,7
2 12,8 109,5
3 9,5 119

4 6,8 125,8
5 4,7 130,5
6 3,2 133,7
7 2,3 136

8 2 138

9 2,3 140,3
10 3,2 143,5
11 4,7 148,2
12 6,8 155

13 9,5 164,5
14 12,8 177,3
15 16,7 194

16 21,2 215,2
17 26,3 241,5
18 32 273,5
19 38,3 311,8
20 45,2 357

David ROBERT

TABLE 3.1 — Production a 'unité

40+

30+

colt marginal

coft total

| |

18-}cotiymarginal

14+

10+

FIGURE 3.1 — Production continue

~}

| | | | | | | | | | | | | | | |

1 1 1 | T | 1 ) T T T T ) T 1 T
1 23 45 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 l% 20
unités produites
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3.2 Primitive d’une fonction

3.2.1 Définition et conséquences

Définition 3.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle /.
On appelle primitive de f toute fonction F dérivable sur [ telle que F' = f sur I.

Théoreme 3.1. Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I

On I'admettra.

Théoreme 3.2. Soit F une primitive de f sur un intervalle I.
Alors G est une primitive de f sur I si et seulement siG=F + k, ot k € R, pour tout x € I.

Preuve. » Supposons que F et G sont deux primitives de f sur I. Montrons qu’alors G = F + k.
Par définition F'= fetG'= f,donc F'-G' = f— f =0, mais F' - G = (F-G)'.
Comme les seules fonctions dont la dérivée est nulle sont les fonctions constantes, F—G est une fonction constante.
Donc F-G=k,oukeR.Donc F=G+k.
« Soit F une primitive de f sur I. Montrons que G = F + k est aussi une primitives de f.
G'=(F+k) =F'+0= f donc G est aussi une primitive de f sur I.

3.2.2 Primitive satisfaisant une condition initiale

Propriété 3.3. Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient xg € I et yy € R.
Il existe une unique primitive F de f sur I telle que F(xp) = )o.

Preuve. o Existence.
f étant continue, elle admet des primitives. Soit H I'une d’elles.
Supposons que H(xp) = z9 # yo.
D’apres le théoreme 3.2, la fonction F = H — zp + yy est aussi une primitive de f.
Or F(xp) = H(xp) — 20 + Yo = 20 — 20 + Yo = 0. Il existe donc bien une primitive F de f telle que F(xp) = yo.
o Unicité.
Soient F et G deux primitives telles que F(xp) = G(xop) = Jo-
D’apres le théoréme 3.2, G= F+ kol k€ R. Donc G(xp) = F(xg) +k < yo=yo+ k< k=0.
Donc G=F.
¢

Exemple 3.1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3x? +2x + 1. Déterminer la primitive F de f sur R telle que
F)=-1.
« Onremarque que G(x) = x> + x> + x est une primitive de f sur R.
« Onsait que toutes les primitives de f sont de la forme F(x) = x> + x? + x+ k, o k € R.
« Oncherche ktel que F(1)=—1.0r F) =13 +12+1+k=k+3.Donc-1=k+3 & k=—4
Donc F(x)=x3+x*+x—4estla primitive de f sur R telle que F(1) = —1.

3.2.3 Primitives des fonctions usuelles

Le tableau 3.2 page ci-contre donne, pour chaque fonction f de référence, les fonctions primitives F sur l'intervalle
considéré.

Les résultats de ce tableau s’obtiennent en vérifiant qu’'on a bien F’ = f sur I'intervalle considéré.
3.2.4 Opérations sur les primitives

Soient u et v deux fonctions continues sur un intervalle I. On a alors les propriétés résumées dans le tableau 3.3 page
suivante. La encore, les résultats de ce tableau s’obtiennent en vérifiant qu’on a bien F’ = f sur l'intervalle considéré.
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3.2 Primitive d’une fonction

TABLE 3.2 — Primitives des fonctions usuelles

Fonction f Fonction primitive (k € R constante) Intervalle [
f(x) = m (constante) F(x)=mx+k R
1
fx)=x F(x):5x2+k R
1
f)=mx+p F(x):zmx2+px+k R
1
fx)=x* Fx)==x>+k R
3
1
flo=x° Fx)==-x*+k R
4
f(x)=x"ouneN F(x) = +1x”+1+k R
n
1
X)=— F(x)=?
fx P
1 1
f(x):F F(x):—;+k ] —00;0[ 0u]0; +o00[
1 11
f(x)z; F(x):_EPJFk ] —o00; 0[ ou]0; +o0[
Lo eNetn=2 F(x) = 1 ! k ] —00;0[ ou]0; +oo[
f(x)—xn oun etn= (x) = n—lx”‘1+ 00; ; +00
1
f(X):ﬁ F(x)=2yx+k 10; +oo[
TABLE 3.3 — Opérations sur les primitives
.. alors la fonction s’écrivant sous la e
Conditions forme admet comme primitive
u +v u+v
Soit k € R une constante ku' ku
u' u? lu3
3
3 1
4
1
Soit n e N u'u n+l
n+1
!
Siu#0surl w ?
u
!
1
Siu#0Osurl w __
12
!
1
Siu#0Osurl v ——
us 2u
! 1 1
SoitneNavecn=2.Siu#0sur [ w —
un n-1u"1
ul
Siu>0surl ﬁ 2v/u
u x (v'ou) vou

David ROBERT
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3.3 Calcul intégral

3.3.1 Interprétation graphique

Définition 3.2 (L'unité d’aire). Soit P un plan muni d'un
repére orthogonal (O; 7,7) . Soient I, J et K les points tels J K

e —

que OI = 7, 6} =7 et OK = 7 + 7. On appelle unité
d’aire (notée u.a.) I'unité de mesure des aires telle que

Aire(OIK]J) =1 u.a. !
X
0] 7 I
Remarques. e OIK] peut étre un carré : le repere est alors orthonormal.

« Sil'on a, par exemple, Ol =3 cm et O] =2 cm, alors 1 u.a. =6 cm?.

Définition 3.3 (Aire sous la courbe d’une fonction positive). Soit P un plan muni d'un repére orthogonal (O;7,7) .
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I dont la représentation graphique est appelée €.

Soient a < b deux réels de I.

On appelle aire sous la courbe de f de a a b1'aire, exprimée en u.a., du domaine & délimité par :

« les droites d’équation x = a et x = b (a gauche et a droite) ;

o % etl’axe des abscisses (en haut et en bas).

1l u.a.
X

a (0]

~
S

On avu, dans l'activité 3.1 page 47, que la somme des aires rectangles «situés sous la courbe » s’approchait d’autant
plus de I'aire du domaine 2 que la base du rectangle était petite. En extrapolant ce raisonnement : lorsque la base du
rectangle est infiniment petite, on la note alors dx (le d signifiant une différence infiniment petite entre deux valeurs
de x), sa hauteur vaut alors f(x) et I'aire du domaine & est la somme de cette infinité de rectangle. D’ol la notation
suivante :

Définition 3.4 (Notation de l'aire sous la courbe). Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I. Soient
a < b deuxréels de I.

b b
On note l'aire sous la courbe de fdeaab: f fode ouf fodx
a a

b
Remarques. . f f(6)dt se lit aussi « somme de a a b de f(x)dx ».

a
« Lavariable peut étre indifférement ¢, x, y... On dit que c’est une variable muette.
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3.3.2 Intégrale d’'une fonction

Définition 3.5. Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient a et b deux réels de I. Soit F une primitive de

f-
b
On appelle intégrale de a a b de f le nombre réel, noté f f(®)dt, égal a F(b) — F(a). Ainsi :
a

b
f f(®dt=F(()-F(a)
a
On dit que a et b sont les bornes de I'intégrale.

Remarques. e Sif=0etsias< balors l’intégrale n'est rien d’autre que 'aire sous la courbe (on I'admettra).
e« Onnote aussi: F(b)— F(a) = [F(t)]

e Le choix de la primitive F n'influe pas sur la valeur de 'intégrale. En effet, si on prend a la place une primitive
G=F+k,onaGWb)-G(a)=Fb)+ k- (F(a)+k)=F(b)-F(a).

Propriété 3.4 (Premieres propriétés). Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b deux réels de I. Alors
a a b
. f f@®de=0 . f f(t)dt:—f f@dt
a b a
a
Preuve. « Par définition / fdt=F(a)-F(a)=0
a

a b
« Par déﬁnition/ f)dt=F(a)—F(b)=—-(F(b)-F(a) = —/ f(nde
b a
¢

Propriété 3.5 (Relation de CHASLES). Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b et c trois réels de I. Alors

b c b
ff(t)dt:f f(t)dt+f f(ndt

c b b
Preuve. Pardéﬁnition[ f(t)dt+f f(t)dt:F(c)—F(a)+F(b)—F(c)=F(b)—F(a)=/ fdt O
a c a

Remarque. Dansle cas ol a < ¢ < b et ou f = 0, on peut interpréter la relation de CHASLES en termes d’aires : sur la

figure 3.2 de la présente page, f fdt=of =+
a

FIGURE 3.2 - Interprétation graphique de la relation de CHASLES
y

e o>

Propriété 3.6 (Linéarité). Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Soient a et b deux réels de I et «
et B deux réels quelconques. Alors :

f (af(®)dt= af fdre f(f(t)+g(t) )dt = ff(t)dt+f g(ndt
a

. Plusgenemlement.f (af(t)+ﬁg(t) dt— f f(t)dt+ﬁf g(ndt

a

Preuve. « Soit F une primitive de f sur I. Alors aF est une primitive de a f. Donc:

b b
f (af(n))dt=aF(b)-aF(a) = a(F(b)-F(a) = af f(nde
a a
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e F+ G estune primitive de f + g donc:

f(f(t)+g(t))dt—(F+G)(b) (F+G)(a)=F(b) - F(a) + G(b) — G(a) = ff(t)dt+f g(nde

« Le dernier point est 'application des deux premiers.

Remarque. A cause du deuxiéme point on dit que I'intégration est compatible avec I'addition.

Propriété 3.7 (Inégalités). Soient f et g deux fonctions continues sur I et a < b deux réels de I.

b b b
e Sif=0surl alorsf fdt=0. o Sif<gsurl alorsf f(t)dtsf g(nd:r.
a a a

b
Preuve. « Dans le premier cas f f(r)dt estl'aire sous la courbe et une aire est positive.

a
« Danslecasou0 < f < g, les deux intégrales sont les aires sous les courbes respectives de f et de g. Comme f < g,
la courbe de f est sous celle de g et I'aire sous la courbe de f est inférieure a celle sous la courbe de g. On admettra
le cas général.

¢

Remarques. « Laréciproque du premier point est fausse : on peut avoir f f(t)dt =0 sans avoir f = 0.
a

« A cause du second point on dit que I'intégration est compatible avec I'ordre.

Définition 3.6 (Valeur moyenne). La valeur moyenne d’'une fonction f continue sur un intervalle [a; b] est le
nombre :

1 b
H= m]{; f(t)dt

Remarque. Dansle cas ol f = 0, on peut interpréter la va- y
leur moyenne en termes d’aires (ici a < b).

On cherche un nombre p tel que, en remplacant chaque
valeur de f par y, la somme des pdx soit la méme que la
somme des f(x)dx, ce qui revient a chercher une fonction
constante telle que 'aire sous la courbe de cette fonction
soit la méme que l'aire sous la courbe de la fonction f.

Or l'aire sous la courbe entre a et b d'une fonction 7 —_—
constante u vaut (b— a)u.

1 b
Onadonc (b—-a)u= f fdte u= b—f fdz.
-a
Sur la figure ci-contre,al’aire grise et l'aire hgchurée sont
égales quand p est égale a la valeur moyenne de la fonc-
tion sur l'intervalle [a; b].

Remarques. » On note parfois ? la valeur moyenne de f.
« Lavaleur moyenne de f est dans la méme unité que celle de f.
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3.4 Exercices

3.4.1 Primitives

Exercice 3.1.
Pour chacune des fonctions f suivantes, définies sur R, déterminer F, une primitive de f.

1. f(x)=5; 5. f(x)=—4x+3; 9. f(x)=4x3+x; 13. f(x)=2x°+3x;

2. fx)=x 6. f(x)= 10. f(x) =2 14, fl) = 3xtix +x

3. f(x)=3x; 7. f(x)=7x—1' 11. f(x)=-5x%;

4. f(x)=3x> 8. f(x)=-%x* 12. f(x)=x*; 15. f(x)=2x*—3x+1.

Exercice 3.2.

(@ fx)

1. Pour chacune des fonctions f suivantes, donner 'ensemble des primitives F de f sur l'intervalle I.

=3x2+2x+2sur I =R; © fx)=

1
-— surI 10; +o0[;

=—x*+1surl =R; d fx)

(b) f(x)

=5x+ 32 sur I =]0; +ool.
X
1

=3x— -

Déterminer les primitives F de f sur ]0; +ool.

Existe-t-il une primitive de f prenant la valeur 2 lorsque x =17

2. Soit f définie sur ]0; +oo[ par f(x)

Exercice 3.3.
Pour chacune des fonctions f ci-dessous, donner un intervalle I sur lequel f a des primitives et donner toutes les
primitives de f sur I.

L f()=x X+l 5 52 2
3. f(x)= ot . f(x)=5x +x+—ﬁ,

3 5

2. flx)=— 4, f(x)=2x3+;; 6. f(x)=2x—7—ﬁ.

Exercice 3.4.
Pour chacune des fonctions f suivantes, donner une primitive F vérifiant la condition imposée.

1. f définie sur R par f(x) = x*> +3x—1; F(z) =

2. f définie sur ]0; +oo[ par f(x) =2x— 5+ ;s F(3) =

Exercice 3.5.
Pour chacune des fonctions f suivantes, définies sur R, donner une primitive F.

1. f(x)=202x-1)?; 8. Fla)= —— 12, flo) = —2% .
2. f)=-B-2°%; Neres / (2x2 +3)°
3. f(x)=4(4x+3)3; 9. flx)= 2x+1 ;
4. f(x)=-(-5x-2)%; (x2 + x+2)° 13. f(x)= —22x 55
5. f(0)=@x+ 1™ 1 (x2+1)
2% 10. f(x) = ;
6. f(x)= ; x—1
x2+1 3 X ' 14. f(x) = ;
7. f(x) = 2x+1)5; 11. f(x)—m, 2141
Exercice 3.6. 9r—1
i e i A 1 . . — x_
On considére la fonction f définie sur ]0; 1[ par: f(x) = 212
1. Déterminer deux réels a et b tels que f(x) = ; + TR

2. En déduire la primitive F de f sur]0; 1[ vérifiant: F () =6.
Exercice 3.7.

3x-1 1
——— pour X € |-3; +oo|.

On considere la fonction F définie par F(x) =
2x+1

On note ¥ sa représentation graphique.
1. Etudier Ia limite de F en +oco. Que peut-on en déduire pour € ?
2. Ftudier la limite de F en — % Que peut-on en déduire pour € ?
3. Calculer la dérivée F’ de la fonction F.
4

. Dresser le tableau de variation de la fonction F.
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5. Résoudre I'équation F(x) =1.

6. On considere la fonction g définie par g(x) = z
X

Déterminer la primitive G de g vérifiant G(2) = 0.
Exercice 3.8.
2x%—x—1

Soit f la fonction définie sur | —oo; %[ par: f(x) = o6
x —

. . . c
1. Déterminer trois réels a, bet ctelsque: f(x) =ax+ b+ 6
X —

2. En déduire une primitive de f sur |—oco; 3.

Exercice 3.9.

On a représenté ci-contre, dans un repére orthonormal, la
courbe représentative I' d'une fonction g définie et déri-
vable sur R.

La courbe I' passe par les points O(0;0) et A(2;2). La
droite (AB) estlatangente en Aalacourbel'. Latangente a
I' au point C d’abscisse 1 est parallele a I’axe des abscisses.

1. Déterminer graphiquement les valeurs de g(0), g(2),

> our x € |
+1)Zp

3; +0o].

g' (et g'(2).

2. Déterminer, selon les valeurs de A, le nombre de so-
lutions de I'équation g(x) = A.

3. Une des représentations graphiques page ci-contre,
figure 3.3, représente la fonction dérivée g’ de g, une
autre représente une primitive G de g sur R. Déter-
miner lesquelles.

Vous justifierez vos choix a l'aide d'arguments basés
sur l'examen des représentations graphiques.

Exercice 3.10.

On a représenté page 58 la courbe représentative I', dans un repére orthonornal, d’'une fonction f définie sur R. La
courbe T passe par les points A (0 2) et C(—2; 0) et la droite (AB) est la tangente en AaT. La tangente a I en son point

D d’abscisse —1 est parallele a I’axe des abscisses.

1. Déterminer, a 'aide des renseignements fournis par I’énoncé, les valeurs de f(0) et de f'(0).

2. Avec la précision permise par le graphique, résoudre les inéquations suivantes :
e f(x)>1; o f(x)=2; e f(x)=3; o fi(x)<4.

3. Parmi les trois représentations graphiques 3.5 page 58, une représente la fonction dérivée f’ de f et une autre
représente une primitive F de f sur R. Déterminer la courbe associée a Ia fonction f’ et celle qui est associée a la

fonction F.
Vous expliquerez avec soin les raisons de votre choix

Si vous avez bien suivi, les deux exercices précédents doivent vous rappeler des exercices déja traités.
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Courbe 1

Courbe 3

FIGURE 3.3 — Courbes de I'exercice 3.9

Courbe 2
y
9%
87%
——————
2 3 5 6 7..%
—o

Courbe 4

David ROBERT
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FIGURE 3.4 — Courbe de I'exercice 3.10

. 3+

FIGURE 3.5 — Courbes de I’exercice 3.10

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3
4AV
A —
2 + 4 —2/0 2
2 =4
| | |
[ I I
-4 -2 Q 2 -4 +
_2 €
3.4.2 Calcul intégral
Exercice 3.11.
Calculer les intégrales suivantes :
3 -1 2 1
1. f (x+4)dx; 6.[ 3x3dx; 11. f ——dux;
0 2 3 (2x+3)2
0 1 3x+1
2. f (% + x)dx; 7.[ (212 -1)dt; 12. f —5—dx;
2 -1 1 X
-2 0 0 )
3,[ 43de; 8. f (4x—x*)dx; 13. f (2x+3) (x”+3x-5)dx;
0 4 !
2 2 1 Lx
N 9. f (2t2—1+—2)dt; l4.f dx;
) 2 1 t 0 Vx2+1
1
44 2 3 2x+1
1. 0. [ dr IS.f—dx.
5. lxdx, 0 f \/;dt -1 (x2+x+1)2
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3.4.3 Sujets d’annales

Exercice 3.12 (D’apreés Amérique du Nord 2 007). 8TV

La courbe (%) ci-contre représente une fonction F définie T
1 6
et derivable sur I'intervalle J = 3 ; +ool. 51
On sait que (¥) coupe 'axe des abscisses au point (3; 0) et 47
a une tangente horizontale au point (1; —2). 3:
On note f la fonction dérivée de F. 14

1. Al'aide du graphique, donner les variations de F et | | | | X

en déduire le signe de f. -1+ 1 2 3 4 5 6 7
2. Donner f(1), F(1) et F(3). Préciser le signe de f(3). ‘g*
3 _34
3. Calculer f f(x)dx. —4
1

Exercice 3.13 (D’apres Centres étrangers 2 007).

On consideére une fonction f définie et dérivable sur I =
[0; 4] ; sa courbe représentative est donnée ci-contre dans
un repere orthogonal.

On note [’ la fonction dérivée de f.

Sont également tracées les tangentes a la courbe aux
points d’abscisse 0 et 2, ainsi que la droite (d) d’équation
y=x+2.

Aux points d’abscisses 1 et 3 les tangentes a la courbe sont
paralleles a I’axe des abscisses.

1. Parlecture graphique, déterminer :
(@ f) et f'(0); (b) f(Metf'M); © f@etf'@2);

(d) 'ensemble des réels x tels que f(x) < x+2.

2. On appelle «f I'aire du domaine hachuré exprimée en unités d’aire. Parmi les trois propositions suivantes, déter-
miner celle qui est exacte, en la justifiant par des arguments géométriques :

(@ 0< A4 <1 (b) 1</ <6 () 6< /<8

3. Onsuppose que f(x) = mx> +nx? + px+q, ot m, n, p et g sont des réels.
(a) En utilisant les résultats de la question 1 a, déterminer p et q.
(b) En utilisant les résultats de la question 1 b, déterminer m et n.
4. Onadmet que f(x) = x5 —6x% +9x+2.
(a) Démontrer que les tangentes a la courbe aux points d’abscisses 0 et 4 sont paralléles.

(b) Calculer, en unités d’aire, I'aire «f du domaine hachuré.
Exercice 3.14 (Polynésie 2005).
Soit f une fonction définie et dérivable sur [-2; 10]. La courbe 6 3.6 page suivante est la représentation graphique de
la fonction f dans un repére orthonormal.
On précise que le point d’abscisse 4,83 de 6 a pour ordonnée 1,86 et que cette valeur est le maximum de la fonction f.
On note 6F la courbe représentative de la primitive F de f qui s’annule en 1. On précise que le point A(5; 5,43) appar-
tient a 6r.
On note 6 la courbe représentative de la fonction dérivée f' de f.
Toutes les estimations graphiques seront données a 0,25 pres. Les résultats des calculs numériques seront arrondis a
1072,

1. (a) Déterminer graphiquement sur quel(s) intervalle(s) € est située en dessous de 'axe des abscisses.
(b) Déterminer, en justifiant, 'équation réduite de la tangente a 6r en A.

(c) Préciser, en justifiant, le sens de variation de F sur I'intervalle [-2; 10].

5
2. (a) Déterminerf f(nde.
1

(b) Rappeler la formule de la valeur moyenne d'une fonction sur un intervalle [a; b] et donner une interpréta-
tion de cette notion dans le cas ou f est positive.

(c) Donner la valeur moyenne de f sur l'intervalle [1; 5].

David ROBERT 59



3.4 Exercices Terminale ES - 2 007-2 008

FIGURE 3.6 — Graphique de I'exercice 3.14

Cr

Exercice 3.15. 3
On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0; 6] par: f(x) = Zx?-3x+6 Lacourbe (%f) 3.7 de la présente page

est représentative de la fonction f dans un repere orthonormal du plan d’origine O.
La partie hachurée ci-contre est limitée par la courbe (%f), I'axe des abscisses, 'axe des ordonnées et la droite d’ équa-
tionx=6

1. Calculer, en unités d’aire, I'aire S de la partie hachurée.

2. On considére un point M appartenant a la courbe (%f) d’abscisse x avec x € [0; 6].
La parallele a I’axe des ordonnées passant par M coupe 'axe des abscisses en un point H.
La parallele a I'axe des abscisses passant par M coupe I’axe des ordonnées en un point K.
On appelle R(x) l'aire, en unités d’aire, du rectangle OHMK.
Prouver que, pour tout x appartenant a l'intervalle [0; 6], R(x) =0, 75x3 —3x% +6x.

3. On se propose de rechercher toutes les valeurs possibles de x del'intervalle [0; 6] telles que I'aire R(x) du rectangle
OHMK soit égale a l'aire hachurée S.

(a) Montrer que le probléme précédent revient a résoudre I’ équation g(x) = 0 ou g est la fonction définie sur
I'intervalle [0; 6] par : g(x) =0,75x> —3x? + 6x — 36.

(b) Etudier les variations de g surl'intervalle [0; 6] et dresser le tableau de variation de g. En déduire que I'équa-
tion g(x) = 0 admet sur l'intervalle [0; 6] une solution unique a.
Donner une valeur approchée de a au centieme.

FIGURE 3.7 — Graphique de I'exercice 3.15

154
: 144
134
124
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Devoir surveillé n°4
Statistiques — Calcul intégral - Equations de plans et de droites

Exercice 4.1 (5 points).

Le plan est muni d'un repére orthonormal. Soient f une fonction définie et dérivable sur I'ensemble R des nombres
réels et € sa courbe tracée sur la figure 4.1 de la présente page. La droite &2 est la tangente a la courbe ¥ au point
d’abscisse 0.

On appelle B, A et E les points de coordonnées respectives (4; 0), (4; %) et (0; %) Ces trois points n’appartiennent
pas ala courbe €.

FIGURE 4.1 - Figure de I'exercice 4.1

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

*A
I

|
|
|
|
|
e s S SN
3 D 1 o N2 3} 5 6 X

\ |
-1+ \ |
\ |
\ |
\ |

"24* \@ | (g
\ |
\ |
34 \ |
|
|

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des quatre questions, trois réponses sont proposées ;
une seule de ces réponses convient. Cocher sur 'énoncé, a rendre avec la copie, la réponse exacte

Bareme : Une réponse exacte rapporte 1 point. Une réponse inexacte ou une absence de réponse n'apporte et n'enleve
aucun point.

1. Le nombre dérivé f(0) est égal a:
o1 05 0 -3
3
2. Sachant que l'aire grisée sur la figure est égale a l'aire du rectangle OB AE, la valeur moyenne de la fonction f sur
I'intervalle [0; 4] est :

179 716 179
o — o — 0 —-———
75 75 75
3. Sur l'intervalle [0; 4], I'équation f'(x) =0
[J possede deux solutions dis- [J ne posséde pas de solution. [] posséde une unique solution.
tinctes.

4. Sur [-1; 2], la valeur moyenne de g, la fonction définie par g(x) = 6x%+3, est:
O -8 0o 09

5. H est la primitive qui s’annule en 1 de la fonction & définie sur R par h(x) = x> +1.Ona:

0 HO) =1 L H(o)zg 0 H(O)z—%
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Exercice 4.2 (4 points).
Les questions sont indépendantes.
1. Déterminer, pour chacune des fonctions f suivantes définies sur ]0; +oo[, la primitive F vérifiant la condition
indiquée :
(@ f(x)=3x*+5x+2etF(1)=0;
(b) f(x)=-5etF@)=1.
2. Déterminer pour chacune des fonctions suivantes définies sur R, une primitive :

(a) f(x) — 2x+1

rx+2?
(b) gx)=GBx-13;

© hx) =75

Exercice 4.3 (5 points).
Pour les éleves ne suivant pas l'enseignement de spécialité.
Le tableau suivant donne la production mondiale de sucre brut en millions de tonnes :

année Xx; 1920 | 1940 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990
production y; | 16,8 29,9 55,4 72 88 113,9

1. Dans le premier repére de la figure 4.3 page 64, représenter le nuage de points de coordonnées (x;; y;).
Un ajustement affine semble-t-il pertinent ? Argumenter.

2. On pose z; = /J;.
(a) Reproduire sur sa copie et compléter le tableau suivant (on arrondira les résultats au dixieme) :

Xx; | 1920 | 1940 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990
<i

(b) Dans le second repere de la figure 4.4 page 64, construire le nuage des points de coordonnées (x; ; z;) associé
a cette nouvelle série double.
La forme du nuage permet-elle d’envisager un ajustement affine ? Argumenter.

(c) Donner 'équation de la droite de régression de z en x obtenue par la méthode des moindres carrés (on
arrondira les coefficients au centiéme) et la tracer.

(d) ATlaide de cette équation estimer :
« I'année x ou la production atteindra 120 millions de tonnes;
« la production qu’on pouvait prévoir en 1995 (arrondie au dixieme).

(e) Laproduction de sucre en 1995 a été de 116,4 millions de tonnes.
Quelle est I'erreur commise en pourcentage avec la prévision du 2d ?
Lajustement est-il fiable ?

Exercice 4.4 (5 points).

Pour les éleves suivant l'enseignement de spécialité.

Lespace est muni d'un repére orthonormé (O; 7,7, I?) . On considere les points A(9; —2;0) et B(—12; 4; 2).
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. (a) Déterminer les coordonnées du vecteur AB.

(b) Soit M (x; y; z). Montrer que AM et AB sont colinéaires si et seulement si f—;? = yT+2 £

[N}

(c) En déduire un systeme d’équations cartésiennes de (AB).
2. Soient & et &, les plans d’équations respectives :

P :2x+6y+32=6 et Py 2x+3y+12z=12.

(a) Montrer que &, et %, ne sont pas paralleles.
(b) Montrer que A et B appartiennent a 27, et a 2.
(c) En déduire un systeme d’équations cartésiennes de (AB).

(d) Représenter dans le repere de la figure 4.5 page 65, en vert, la trace de 27, sur chacun des plans de coordon-
nées et, en bleu, celle de %,.

(e) En déduire, en rouge, la représentation de la droite (AB).
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Exercice 4.5 (6 points).
On a tracé, sur le graphique 4.2 de la présente page, 6 et 6, les courbes représentatives de f et de g, deux fonctions
définies sur R par :

f(x):—x3+4x+4 et g(x):—x2+8

On appelle f'la fonction dérivée de f. A et B sont les sommets de 6.

FIGURE 4.2 — Graphique de I'exercice 4.5

14

1. Calculer f’(x), étudier son signe et dresser le tableau des variations de f.

2. Déterminer une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1 et la tracer sur la figure.

3. Déterminer les valeurs exactes des abscisses de A et de B.

4. (a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution ¢ comprise dans l'intervalle [2; 3].
(b) Donner une valeur approchée de a au dixieme.

(c) Dresser alors le tableau de signe de f(x) selon les valeurs de x.

[9)]

. Soit F une primitive de f. A l'aide de ce qui précéde et sans calcul, déterminer les variations de F.

IS

(a) Déterminer «/, I'aire du domaine hachuré, en unités d’aire.

(b) Sachant qu’'une unité vaut 1,5 cm sur les abscisses et 0,75 cm sur les ordonnées, déterminer </ en cm?.
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FIGURE 4.3 — Repere de I'exercice 4.3, question 1
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FIGURE 4.5 - Figure de l'exercice 4.4
tzo o
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Chapitre 4

Fonction logarithme népérien
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4.1 Activités

Activité 4.1. .
Soit f une fonction continue sur R et G la fonction définie, pour tout réel x par G(x) = f fdze.
1

1. Expliquer pourquoi la fonction f admet des primitives.

2. Soit F une primitive quelconque de f. Exprimer G en fonction de F et de x.
3. En déduire G'. En déduire que G est aussi une primitive de f.

4. Montrer que G est la primitive de f s’annulant en 1.

Plus généralement, on a la propriété suivante, qu'on admettra (la démonstration est identique a 'activité 4.1) :

Propriété 4.1. Soit [ une fonction continue sur un intervalle I, soit a un réel fixé de I. Alors la fonction F définie pour

X
tout x € I par F(x) =f f)dt est la primitive de f sannulant en a.
a

Activité 4.2.
Dans le chapitre 3, on a obtenu des primitives pour toutes les fonctions usuelles, sauf pour la fonction inverse. Lobjectif
de cette activité est de découvrir la primitive de la fonction inverse qui s’annule en 1 et quelques unes de ses propriétés.

On notera F la fonction définie pour tout x €]0; +oo[ par F(x) = fl ) %dt qui est la primitive de la fonction inverse qui
s’annule en 1.
1. Expliquer pourquoi F existe et est bien définie sur ]0; +ool.
2. Signe de F(x) selon les valeurs de x.
(a) Déterminer F(1).

(b) Expliquer pourquoi, lorsque x > 1, on a F(x) > 0.
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11
(c) Expliquer pourquoi, lorsque 0 < x < 1, f ?dt >0.
En déduire le signe de F(x) lorsque 0 < ))é <1.

3. Etudier le signe de F’(x) selon les valeurs de x.
En déduire les variations de F.

4. (a) Montrer que F(x) et F(ax), ou a est un réel positif fixé, ont des dérivées égales.
On rappelle que (f (ax+b))' = af'(ax+b).
(b) En déduire qu'’il existe un réel C tel que, pour tout x > 0, on ait F(ax) = F(x) + C.
(c) Enposant x =1, en déduire la valeur de C.
(d) Enposant x = b, en déduire une propriété de la fonction F.

1
Définition. On appelle logarithme népérien, notée In(x), la fonction définie sur ]0; +oo[ par In(x) = f ;dt.
1

La fonction logarithme népérien est donc la primitive de la fonction inverse sur ]10; +oo[ qui s’annule en 1.
g 1
(Inx)' = — et In1=0
X

Activité 4.3 (Encadrement de In2).
On se propose d’obtenir un encadrement de In 2.
1. Calculer f(1), f1,1), f(1,2), ..., f(2).
2. On considere un repére orthonormal d'unité 1 cm. En découpant I'aire sous la courbe de la fonction inverse entre
1 et 2 en rectangle comme dans le schéma 4.1 de la présente page, en déduire un encadrement de In2.

FIGURE 4.1 - Graphique de 'activité 4.3

Activité 4.4.
On se propose d’étudier les limites de la fonction logarithme aux bornes de son ensemble de définition : ]0; +oo[ et de
tracer sa courbe représentative.
1. (a) Compléter le tableau de valeurs suivant :
x |[1]2]|3]|4|5]|6]7]8]|9]100
mx[ [ 1 [ [ 1 ]|
(b) Déterminer, al’aide de la calcultrice, une valeur de x telle que In x > 100.

(c) Comment semble se comporter la fonction logarithme quand x devient grand ?
2. (a) Compléter le tableau de valeurs suivant :
x [1]09]08]07]06]05]|04]|03]|]02]01
m[ [ [ [ [ [ 1 T 1 |
(b) Déterminer, al'aide de la calculatrice, une valeur de x telle que In x < —100.

(c) Comment semble se comporter la fonction logarithme quand x tend vers 0?
3. Tracer la courbe représentative de la fonction logarithme dans un repere orthonormal.

Activité 4.5. 1. Montrer que I'équation In x = 1 admet une unique solution a dans l'intervalle [2; 3].
On notera e cette solution.

2. Déterminer, a I'aide de la calculatrice, une valeur approchée a 1072 dee.
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4.2 Fonction logarithme népérien
4.2.1 Définition

X1
Définition 4.1. On appelle logarithme népérien, notée In(x), la fonction définie sur ]0; +oo[ par In(x) = f ?dt.
1

La fonction logarithme népérien est donc la primitive de la fonction inverse sur ]10; +oo[ qui s’annule en 1.

1
(Inx)' == et In1=0
x

Remarques. e On peut écrire In x a la place de In(x) quand il n'y a aucun risque de confusion.
« On admettra que cette fonction est continue.

4.2.2 Limites

Propriété 4.2. Soit x — In x la fonction logarithme népérien.

e lim Inx=+oc0 e limlnx=-o00
X—+00 x-0
x>0

On I'admettra.

Remarque. L'axe des ordonnées est donc une asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction logarithme
népérien.

4.2.3 Variations

Propriété 4.3. La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur]0; +ocol eton a:

X 0 1 +00

1
(Inx) = - 4
X

+00
1 o —
nx [ e —

1
Preuve. La dérivée de la fonction logarithme est la fonction inverse, or quand x €]0; +oo[, — > 0.

La dérivée de In x est donc strictement positive sur ]0; +oo[ ce qui implique que la fonction In x est strictement crois-
sante sur ]0; +ool. &

4.2.4 Courbe représentative

La courbe représentative de la fonction logarithme est donnée par la figure 4.2 page suivante.

425 Ilnu

Propriété 4.4. Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que u > 0. Alors :
!

U o u etlnu ont les mémes variations
e Inw)' =—
u

1 o
Preuve.  Onsait que (vou) = u’ x v'(u). En posant v(x) =Inx, il vient (Inu) = ' x — = —,
u u

« Comme u >0, (Inu)’ est du signe de «/, donc u et In u ont les mémes variations.

!
Qs 5 . PV u

Propriété 4.5. La primitive d’'une fonction f pouvant s'écrire sous la forme f = — est F =In|ul|.
u
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!/
. [ u . . PP
Preuve. Si f peut s’écrire sous la forme f = —, on a forcément u(x) # 0, donc F est bien définie.

Soit I 'ensemble sur lequel u > 0 et J celui sur lequel u < 0.
ul
Sur IonaF=Inuet F'=— = f, donc F est bien une primitve de f sur I.
u
-u u
Sur JonaF=In(-u) et ' = — = — = f, donc F est bien une primitive de f sur J. &
-u u

FIGURE 4.2 - Courbe représentative de la fonction x — Inx

4.2.6 Autres limites faisant intervenir le logarithme népérien
Formes déterminées

Les limites suivantes ne sont pas des formes indéterminées (n est un entier quelconque strictement positif). Le
lecteur est invité a les compléter

lir+n In(x)=...... hII(l) In(x)=......
X—=+0oo = lim xIn(x)=...... x>
* lim x=...... x—+00 () o« X0 = lim & -
X—+00 limx=...... x—0 *
lim In(x)=...... =9 x>0
X¥—+0o = lim x"In(x)=......
) lim x"=...... x-hoo () limln(x) =......
Yoo >0 li In(x)
. = lim =......
limx"=...... x—0 X"
x—0 x>0
x>0
Formes indéterminées
Pour les formes indéterminées, on admettra les résultats suivants :
Propriété 4.6. Soit n un entier naturel strictement positif. On a :
o lim 2® _g e lim m# =0 e limxIn(x) =0 e limx"In(x) =0
x—+oc0 X x—+o0 X x—0 x—0
x>0 x>0

On pourra retenir cette propriété sous la forme : dans ces cas d’'indétermination 13, In(x) est négligeable par rapport
ax.

4.3 Propriétés algébriques du logarithme népérien
Théoréme 4.7. Pour fous réels a et b strictements positifs, on a :In(ab) =Ina+Inb.

Preuve. Ce théoreme a été démontré a la question 4 de 'activité 4.2. o
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Propriété 4.8. Pour tous réels a et b strictements positifs et tout entier relatifn, ona :

l a ny — 1
° —_] == L4 l - —l —1 © 1 ( )— 1 o =
ln( )_ Ina Il(l) na-Inb nia nina ln(\/ﬁ) —Ina

1 1 1
Preuve. . ln(a X —) =1In1=0d’une part, ln(a X —) = 1na+1n(—) d’autre part,
a a a
1 1
donclna+ln(—) :0©ln(—):—lna
a a

. ln(%)zln(ax %) =lna+In

1
—|=Ina-Inb
b) na-In

e In(@)=ln|laxax---xal|=lna+na+---+lna=nlna

- -~

n fois n fois

« In((va)?) =Ina d’une part, In((v/@)?) = 2In (v/a) d’autre part, doncIna = 2In(y/a) < In(y/a) = %lna

¢
4.4 Equations et inéquations comportant un logarithme
4.4.1 Quelques propriétés
La fonction logarithme népérien étant strictement croissante, on obtient :
Propriété 4.9. Pour tous réels a et b strictements positifs, on a :
e Ina<lnbea<b e Ina=Inbsa=>b
Ainsi que :
Propriété 4.10. Pour tout réel x strictement positif :
e lInx=0ex=1 e Inx<0o0<x<1 e Inx>0x>1
Remarque. On peut résumer la propriété précédente par le tableau :
X 0 1 +00
Inx | | - 0 +
Preuve. Cela découle directement du tableau de variations de la fonction logarithme. O

4.4.2 Résoudrelnx=m
Léquation a une unique solution
Théoreme 4.11. Pour tout réel m, l'équation In x = m admet une unique solution.
Preuve. La fonction logarithme est continue et strictement croissante, de plus xl_im)()lnx =+o0 et )1&1(1) Inx = —oco donc,

x>0
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout m €] —oco; +oo[, 'équation In x = m admet une unique solu-

tion. &

Le nombree

Définition 4.2. On note e le nombre tel que Ine = 1.

Remarques. « Un tel nombre existe forcément d’apres le théoreme précédent.
e ex2,71828....

Pour tout entier relatif, In (e”) = nlne = n. De fagon générale, méme quand m n’est pas entier, on notera e” 'unique
solution de I'équation In x = m.

Propriété4.12. Pour tout réel m, In (e™) = m.
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4.5 Exercices

Exercice 4.1 (Encadrement de In3).
En procédant comme dans I'activité 4.3 page 68, déterminer un encadrement de In3.

Exercice 4.2.
Déterminer sur quel intervalle chacune des fonctions suivantes est définie :

1. f(x)=In(x+3) 3. f)=In(x*+1) 5 f(x):m( 1 )
2. f(x)=lnx+3 4. f(x)=x+In(x?) x+1

Exercice 4.3.
Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

1. f(x)=In(x+3) 4. f(x)=x+In(x?) 7. f(x)=Inx+In(x+1)
2. f)=Inx+3 5. fv)=In[—— 1) 8. f(¥)=In[x(x+1)]
X+ 1
3. f()=In(x*+1) 6. f(x)=xInx 9. f(x)Zm
Exercice 4.4.
Simplifier les expressions suivantes :
1. In6-In2 4. In2+In4-In8 7. In2++v3)+In(2-3)
2. In2+1In(3) 5. 1In81 ]
3. In3-1n9 6. ln(%)+21n\/§ 8. ln(\/§+1)—ln(\/§—l)
Exercice 4.5. 1. Donner, en fonction de In2 et de In5 les valeurs de :
(a) In10 (d) In400 (® In(3) () In(2v2)
(b) In25 (e) In(Z) (h) In0,4 &) In(5v10)
(© In16 ) In(55) @ Inv5 0 In(22)
2. aet b étant deux réels strictements positifs, donner en fonction de In a et de In b les valeurs de :
(a) ln(i) v? ® Ina
b2 (d) In ﬁ n (abz)
3., 15
(b) In(a’ x b°) s In(ab?)
(c) In(ab?) (e) In (5) 8 b
Exercice 4.6.
X +1
Soit f définie sur [0; +oo[ par f(x) =In a3/

Calculer f’(x) et étudier son signe. En déduire le sens de variations de f.

Exercice 4.7.

Montrer que, pour tout x>0,onaln(x+1)-lnx=1n

1
1+ =
X

Calculer, de deux facons différentes, la dérivée de la fonction f, définie sur ]0; +oo[ par: f(x) =1n

1
1+—
X

Exercice 4.8.
Résoudre dans R :

1. Inx>1 5. Inx=-3 9. In(x*)=-1 13. 2xlnx+x=0

2. lnx=2 6. 2In(x+1)=0 10. In[x(x+1)]=0 14. (x-1)1+Ilnx)=0

3. lnx<-1 7. > 11. Inx+In(x+1)=0 15. xIn(x+2)=0
Inx+1

4. 3—-Inx<0 8. In2x+1)=1 12. 2Inx-1=0 16. Inx)2-lnx-2=0

Exercice 4.9.
Dans chacun des cas suivants, donner un intervalle sur lequel f a des primitives et déterminer une primitive de f.

2 5 x+1
S Y= s =5 R T
1 1
2. f® =52 5. f(x) = -
f 35_5 f Z_1 8. f(x) 1+x+1+(x+1)2
3. fx) = —— 6. )= ——X
' 3x+1 ' 2x2+5
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Exercice 4.10. 3 o
X7+ x°+2x
On considere la fonction f définie par : f(x) = a1z pour x > —1.
X

c d
1. Montrer qu’il existe des réels a, b, cet d tels que f(x) =ax+b+ —+ ———
x+1 (x+1)2

2. En déduire I'expression de la primitve de f qui prend la valeur 1 en 0.

V2 1 V2 1
Exercice 4.11. 1. Calculer f —dxet f —dux.
1 X 1 x+1

1 1 1
2. Démontrer que pour tout x >0ona: =—— .
x(x+1) x x+1

1
——dx
x(x+1)
Exercice 4.12 (Antilles—-Guyane 2 005).
Soit f une fonction dont le tableau de variations, incomplet est le suivant; on désigne par f’ la fonction dérivée de la
fonction f.

V2
3. En déduire la valeur de f
1

X —00 -3 -1 1 +00

- 0 +

oo\ 2/...

-6
fx - S [

f'(x) + 0 -

+

On admet que f est définie sur ] —oo; —1[U] —1; +oo[ par f(x) = ax+ b+ ol a, b et ¢ sont des réels.

x+1
1. Calculer f’'(x) en fonction de a, b et c.

2. En vous aidant des informations contenues dans le tableau de variations ci-dessus, montrer que 'ona: a =1,
b=-1,c=4.

3. Déterminer les limites manquantes dans le tableau de variations fourni.

4. Montrer que la courbe représentative € de la fonction f admet comme asymptote la droite 2 d’équation y =

x—1, lorsque x tend vers +oo ou vers —co.
Etudier la position relative de la courbe 6 et de son asymptote 9.

2
5. Déterminer la valeur exacte de f [ fx) —(x—- 1)] dx et interpréter le résultat en terme d’aire.
1

Exercice 4.13 (Amérique du Nord 2 007).
Les deux parties peuvent étre traitées indépendamment l'une de l'autre.
Premiere partie

On considere une fonction g définie sur 'intervalle par: g(x) = —x? + ax—In(2x + b), ol1 a et b sont deux

1
—=; 400
2

réels.
Calculer a et b pour que la courbe représentative de g dans un plan muni d’un repere (O; 7,7) passe par 'origine du

1
repere et admette une tangente parallele a I’axe des abscisses au point d’abscisse >
Deuxiéme partie

1
Soit f la fonction définie sur I'intervalle ] =5 +oo[ par: f(x) = —x*+2x—In2x+1).

On admet que [ est dérivable et on note f’ sa dérivée. Le tableau de variations de la fonction f est le suivant :

1 1
X _ - 0 — +00
2 2
Signe de f’(x) H -0 4 0 -
3 1
+00 —+In (—)
4 2
Variations de f H \ / \
0 —o0

1. Justifier tous les éléments contenus dans ce tableau.
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2. (a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans I'intervalle [% ;1.
(b) Donner un encadrement de a d’amplitude 1072,
1
3. Déterminer le signe de f(x) sur I'intervalle =5 +00

Exercice 4.14 (Asie Juin 2 007).

Une entreprise produit et vend un modeéle de piéces pour hélicopteres. Pour des raisons techniques et de stockage, sa
production mensuelle est comprise entre 100 et 600 piéces. Elle vend tout ce qui est produit.

On considere la fonction f défmie sur l'intervalle [1; 6] par f(x) = —x%2+10x-9-8In(x).

f(x) représente le bénéfice mensuel, exprimé en dizaines de milliers d’euros, obtenu pour la vente de x centaines de
piéces.

La fonction f est dérivable sur I'intervalle [1; 6]. On note f’ sa fonction dérivée.

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

2(x-1D(x-4
1. (a) Montrer que pour tout nombre reel x appartenant a l'intervalle [1; 6], f'(x) = M

(b) Etudier le signe de f’(x) sur 'intervalle [1; 6].
(c) En déduire le tableau de variations de la fonction f surl'intervalle [1; 6].

(d) Quelle est la quantité de pieces a produire pour obtenir un bénéfice mensuel maximal ? Calculer ce bénéfice
arrondi a I'euro pres.

2. (a) Prouver quelafonction g définie surI'intervalle ]0; +ool par g(x) = xIn(x)—x est une primitive de la fonction
logarithme népérien sur l'intervalle ]0; +ool.

(b) En déduire une primitive F de la fonction f sur I'intervalle [1; 6].
(c) Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle [1; 6] (donner la valeur décimale arrondie au
dixieme).
Rappel : Soit f une fonction et [a; b] un intervalle sur lequel f est définie et dérivable.

1 b
La valeur moyenne m de f sur un l'intervalle [a ; b], estle nombre m tel que : m = P f fx)dx.
—al,

Exercice 4.15 (Polynésie 2 006).
On sait que la courbe 6 d'une fonction numérique f définie sur | —2; + ool, passe par les points O(0; 0) et A(~1; 0),
que la tangente a € en O a pour coefficient directeur In(2) et la tangente a €y en A a pour équation y = x+ 1.

1. (a) Alaide des données ci-dessus, donner la valeur de f(0), de f'(0), de f(-1) etde f'(-1).
(b) Donner une équation de la tangente en O a 6.
2. Nous savons qu’il existe des réels a, b et ¢ tels que pour tout x > -2: f(x) = (ax2 +bx+ c) In(x +2).
(a) Exprimer f(0) al'aidede a, betc.
(b) Exprimer f’(x) al’aide de a, b et c.
(c) En déduire f'(0) et f'(-1) al’aide de a, bet c.
(d) En déduire les valeurs de a, b et c.
Exercice 4.16.
Partie A 10 .
Soient les fonctions f et g définies sur [0; 9] par f(x) = Tz letg(x)= >

1. Résoudre algébriquement I’équation f(x) = g(x).
9
2. Calculer I = f f(x)dx; on donnera la valeur exacte puis une valeur approchée a 1073 pres.
3

Partie B
Un produit conditionné en boite est mis sur le marché.
On désigne par x le prix d'une boite de ce produit en dizaine d’euros.
On admet que la quantité achetée par les consommateurs, en fonction du prix x apppliqué sur le marché est donné par
f(x) en centaines de boites.
On admet que la quantité proposée sur le marché par les producteurs en fonction de prix de vente x auquel les produc-
teurs sont disposés a vendre, est donné par g(x) en centaine de boites.
Sur le graphique 4.3 page suivante sont tracées dans un repere orthonormal les courbes représentatives des fonctions
fetg.

1. On pourra utiliser le graphique pour conjecturer les réponses aux questions suivantes, puis on les justifiera algé-

briquement.

(a) Combien de boites seront achetées par les consommateurs si le prix de vente est de 40 € la boite ?
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FIGURE 4.3 — Graphique de I'exercice 4.16

quantités
9 —+4

y=8x
y=f)

rix

(b) Lorsque l'offre est égale a la demande, le marché atteint son équilibre.
Donner le prix d’équilibre, en euros, et le nombre de boites correspondant.

2. (a) D’apres le graphique, les producteurs étaient disposés a vendre les boites a un prix inférieur au prix d’équi-
libre. On appelle surplus des producteurs le gain réalisé en vendant les boites au prix d’équilibre. Ce gain
est donné en milliers d’euros par l'aire du triangle OAE (une unité d’aire correspond a un millier d’euros).
Calculer ce surplus en euros.

(b) Lesurplus des consommateurs est '’économie réalisée par les consommateurs qui étaient préts a payer plus
cher que le prix d’équilibre. Ce surplus est donné, en milliers d’euros, par I'aire de la partie grisée du plan
sur le graphique (3 < x < 9). Préciser quelle intégrale permet de calculer ce surplus et en donner I'arrondi a
I'euro.

Exercice 4.17 (Centres étrangers 2 006).

On désigne par f la fonction définie sur ]0; 5] par: f(x) = 1 - x+2Ilnx. La courbe € donnée sur la figure 4.4 page
suivante est la représentation graphique de f dans un repere orthogonal (unités : 2 cm sur 'axe des abscisses et 5 cm
sur I'axe des ordonnées).

1. Calculer lalimite de f en 0.
2. Calculer f’(x) et étudier les variations de f. Dresser le tableau des variations de f.
3. (a) Calculer f(1).

(b) Justifier que I’équation f(x) = 0 admet sur [3; 4] une solution unique a puis donner une valeur approchée a
1072 pres par défaut de a.

(c) En déduire le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
1
4. On appelle g la fonction définie sur 10; 5] par: g(x) = x[—— — g +2Inx-1].
b

(a) Montrer que g est une primitive de f sur]0; 5].

(b) Sur le graphique ci-dessous, on considére le domaine limité par I'axe des abscisses et la partie de la courbe
€ située au-dessus de cet axe. Montrer que 'aire & de ce domaine est égale, en unités d’aire, a g(a) — g(1).

(c) Calculer une valeur approchée de l'aire «f, exprimée en cm?. On utilisera la valeur approchée de a trouvée
au3b.
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FIGURE 4.4 — Graphique de I'exercice 4.17

............................................................................................

Exercice 4.18 (France 2 007).

Un laboratoire pharmaceutique produit et commercialise un médicament en poudre. Sa production hebdomadaire,
exprimée en kilogrammes, est limitée a 10 kilogrammes.

Partie I: étude des coiits hebdomadaires de production

1. Le colit marginal de production est fonction de la quantité x de médicament produit. Une étude a montré que,
pour cette entreprise, I'évolution du cotit marginal de production est modélisée par la fonction C,, définie pour

16
les nombres réels x de l'intervalle [0; 10] par : C;,(x) = x+ ——. (C;,(x) est exprimé en centaines d’euros, x en

. +1
kilogrammes).
Etudier les variations de la fonction Cj,, puis dresser le tableau de variations de la fonction Cj, sur l'intervalle [0;
10].

2. En économie, le colit marginal de production correspond a la dérivée du cotit total de production. Ainsi le cofit
total de production hebdomadaire est modélisé par une primitive de la fonction C;,.
Déterminer la fonction C, primitive de la fonction Cy, sur l'intervalle [0; 10] qui modélise ce coft total, pour une
production de médicaments comprise entre 0 et 10 kilogrammes, sachant que C(0) = 0.

Partie II : étude du bénéfice hebdomadaire.

On admet que le laboratoire produit une quantité hebdomadaire d’au moins 1 kg et que tout ce qui est produit est
vendu. Le bénéfice hebdomadaire (exprimé en centaines d’euros) dépend de la masse x (exprimée en kilogrammes)
de médicament produit. Il peut étre modélisé par la fonction B définie sur l'intervalle [1; 10] par : B(x) = 9x—0, 5x% —
16In(x+1).

La représentation graphique de la fonction B dans le plan muni d'un repere orthogonal est la courbe (I') donnée par la
figure 4.5 page suivante.

1. (a) On admet que la fonction B est strictement croissante sur l'intervalle [1; 7] et strictement décroissante sur
I'intervalle [7; 10].
En déduire la quantité de médicaments que I'entreprise doit produire par semaine pour que son bénéfice
hebdomadaire (en centaines d’euros) soit maximal.

(b) Calculer ce bénéfice hebdomadaire maximal en centaines d’euros (arrondir a 1’euro).

2. (a) Utiliser la courbe (I') pour déterminer un encadrement d’amplitude 0,5 de la plus petite quantité xo de
médicaments que 'entreprise doit produire par semaine pour ne pas perdre d’argent.

(b) Utiliser la calculatrice pour déterminer une valeur décimale de xy approchée au centieme.
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FIGURE 4.5 — Graphique de I'exercice 4.18
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Exercice 4.19 (Liban 2 007).

On considere la fonction f dont la courbe représentative % est représentée sur la figure 4.6 de la présente page dans le
plan muni d'un repére orthonormal.

La courbe € passe par le point A(1; 0) et admet la droite (AB) pour tangente a la courbe 6.

Partie A

Pour tout réel x de ]0; +oo[, f(x) = (ax+ b)Inx ou a et b sont deux réels.

1. Calculer f'(x) en fonction de a et b.
2. Sans justifier et par lecture graphique, donner f(4) et f'(1).

4a+b
a+b

(.
w o

3. Justifier que a et b sont solutions du systeme d’équations suivant : {
Déterminer a et b.

Partie B
On admet que la fonction précédente est définie pour tout x de 10; +oo[ par f(x) = (4 —x)Inx.
On appelle S I'aire hachurée sous la courbe €.
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1 x?
1. Soit F la fonction définie et dérivable sur ]0; +oo[ par F(x) = -3 x2Inx- 5 8xInx+8x]|.

Montrer que F est une primitive de f sur ]0; +ool.
4
2. En déduire la valeur exacte de I = f f(x)dx.
1

3. Donner une valeur arrondie 4 107! de S exprimée en unités d’aire. Justifier.
Exercice 4.20 (Nouvelle Calédonie 2 006).
Partie A : Etude préliminaire
On donne ci-dessous le tableau de variations d'une fonction g définie et dérivable sur 'intervalle ] — 3; +oo[

g(x)
—00 /

1. Onnote f la fonction définie sur I'intervalle | —2; +oo[ par : f(x) =In[g(x)].
(a) Déterminer le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle | — 2; +ool.
(b) Déterminer la limite de f en (—2) etla limite de f en +oo, puis donner le tableau de variations de f.

2. Soit G la primitive de la fonction g sur I'intervalle ] — 3; +oo[ qui est telle que : G(—2) = 0.
Démontrer que la fonction G admet un minimum en (-2).

Partie B )
Dans cette partie, la fonction g est la fonction définie sur I'intervalle | — 3; +oo[ par: g(x) =2— 13"
X
1. Enutilisant cette définition dela fonction g retrouver tous les renseignements donnés dans le tableau de variation
de la partie A.

2. Comme dans la premiere question de la partie A, on définit la fonction f par:

2
pour tout x élément de I'intervalle | — 2; +ool[, f(x) =In (2 - ?)
X

Soit (%f) la courbe représentative de cette fonction f relativement a un repere orthogonal. La courbe (%f) est
représentée sur la figure 4.7 fournie en annexe page suivante.

(a) Lacourbe (¢) admet-elle des asymptotes ? Justifier.
Si oui, en donner des équations et les tracer sur la figure fournie en annexe.

(b) La courbe (‘to”f) coupe l'axe des abscisses en un point A. En utilisant I'expression de f(x) déterminer les
coordonnées du point A et placer ce point sur la figure fournie en annexe.

(c) Déterminer une équation de la droite (T) tangente a la courbe (‘to”f) en son point d’abscisse (—1). Tracer la
droite (T) sur la figure fournie en annexe.

3. Comme dans la deuxieme question de la partie A, on définit la fonction G par :

G est la primitive sur 'intervalle ] —3; +oo[ de la fonction g: x — 2 —

2 tG(=2)=0
et G(-2) =
3

Calculer G(x) pour x réel de l'intervalle ] —3; +oo|.
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Aide : retour sur la notion de dérivation
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I Prérequis

Activité I.1. 1. Déterminer graphiquement les coefficients directeurs m des droites de la figure I.1 de la présente page
(on les indiquera sur le graphique).

FIGURE I.1 - Figure de I'activité I.1

~34
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2. Méme question pour les droites de la figure I.2 de la présente page.

FIGURE 1.2 - Figure de l'activité I.1

Activité 1.2.

Dans le repére de la figure 1.3 de la présente page, représenter les droites suivantes :
« 9 passant par le point A(0; 1) et de coefficient directeur m =2;
« 95 passant par le point B (1; 0) et de coefficient directeur m = —1;
« 93 passant par le point C(—1; —1) et de coefficient directeur m = i ;
« 9,4 passant par le point D (1; 2) et de coefficient directeur m = —
« 95 passant par le point E (2; —3) et de coefficient directeur m =
* 9 passant par le point A (0; 3) et de coefficient directeur m =0;

2.
37
3.
5

)

FIGURE 1.3 — Figure de l'activité 1.2

y
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II Lectures graphiques de nombres dérivés

ExerciceI.1.
On donne sur la figure 1.4 de la présente page la courbe représentative ¢ de la fonction f en y indiquant les droites

tangentes aux points A, B et C.
1. Donner par lecture graphique f(-2) et f(6)
2. Donner par lecture graphique f'(-2), f'(6) et f'(2)

3. Déterminer I'équation de la tangente a ¢ au point d’abscisse —2.

FIGURE 1.4 - Figure de 'exercice 1.1

Exercice I.2.
La courbe € de la figure 1.5 page suivante est la représentation graphique d'une fonction f définie et dérivable sur R,

dans un repére orthogonal.
1. Déterminer graphiquement :
(@ f(0)et f'(0);
(b) f(=Detf'(-1);
(© f@etf'Q2);
(d) Léquation de la tangente T_; au point d’abscisse —1;
(e) Léquation de la tangente T» au point d’abscisse 0.

2. Ladroite T tangente a la courbe % au point d’abscisse —2 et d’ordonnée —1 passe par le point A de coordonnées
(1;26)

(a) Déterminer par le calcul une équation de T.
(b) En déduire f'(-2).

Exercice I.3.
On donne sur la figure I.6 page suivante la courbe représentative ¢ d'une fonction définie f sur R ainsi que les tangentes

a cette courbe en certains points.
1. Donner par lecture graphique f(3), f(-2) et f(-9).
2. Donner par lecture graphique f'(3), f'(-2) et f'(-9).
3. Déterminer I'équation réduite de T, la tangente a ¢ au point d’abscisse 3.
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Exercice 1.4.

Tracer une courbe € représentant une fonction f définie sur I'intervalle [—3; 3] ayant les propriétés suivantes :

« f estdécroissante sur [-3; 0]; » f estpaire;
o f(0)=-2et f'(0)=0; e f(3)=9.

Exercice 1.5.

Tracer une courbe € représentant une fonction f définie sur l'intervalle [0; 9] ayant les popriétés suivantes :
« f(0)=0; s fB)=6etf'(3)=1; . f(6)=6c¢t f'(6)=—4.

« f)=3et f'(1)=2; . f5)=7et f'(5)=0;

Exercice 1.6.

Tracer une courbe € représentant une fonction f définie sur I'intervalle [0; 5] ayant les popriétés suivantes :

o f(0)=1; o fB)=-letf(5)=-1;
« f est décroissante sur I'intervalle [0; 2] ; « f'2)=0,f'B)=1et f'(5)=-1;
e fadmeten 2 un minimum égal a -3;  pour tout x € [2;5], f(x) <O.

Exercice 1.7.

Tracer sur le repére de la figure 1.7 de la présente page la représentation graphique 6 d'une fonction f vérifiant les

conditions suivantes :
« f estdéfinie sur [-5; 5];
« f estpaire;
. f(0)=3, f(2=1let f(4)=2;
« f0)=0,f(2=-3et f'(4)=3.

On fera apparaitre toutes les tangentes qu'on peut déduire de l'énoncé.

IIT Fonction dérivée

Exercice 1.8.
Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

1. f(x)=3x*-2x3+5x-4 5. f(x)=(2x+3)3x-7)
2. f0=vi(1-1) 6. F(0= % pourx# 1
X+5 3x-—1

3. f0=—77 7. f(x) = (@2x%+3x+1)°

4. f(x)=4x*>-3x+1

David ROBERT
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Exercice 1.9.
Dériver les fonctions f et g définies ci-dessous :

1. f(x)=

x 3
0; ; _ (2
— \/} Sur] +OO[ 2. g(x) = (m) sur R\{_l}

Exercice I.10.
Soit f(x) = 2x? +3x + 4 définie sur R.

1. Etudierle signe de f’(x) selon les valeurs de x.
2. En déduire les variations de f.
3. Dresser le tableau des variations de f eny indiquant le signe de la fonction dérivée.

4. Montrer que f admet un extremum.

ExerciceI.11.
On donne f(x) = 8x% — 15x? + 18x — 7 définie sur [0;2].

1. Etudierle signe de f’(x) selon les valeurs de x.
2. En déduire les variations de f.

3. Dresser le tableau des variations de f.

4

. Tracer les tangentes a la courbe représentative de f aux points d’abscisse 0, 1 et 2 ainsi qu’aux extremums locaux,
puis la courbe de f.

Exercice I.12.
On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = x° —4x? +4x

1. Calculer la dérivée f’ de f. Etudier son signe. Dresser le tableau des variations de f en précisant les éventuels
extremums.

2. Tracer la courbe représentative de f sur l'intervalle [—1;3].

3. Déterminer par le calcul les coordonnées des points d’'intersection de la courbe avec I’axe des abscisses.

Exercice I.13.
On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = x> —3x—3 On note € sa représentation graphique.

1. Calculer la dérivée f’ de f. Etudier son signe. Dresser le tableau des variations de f.

2. Déterminer une équation de la tangente T a € au point d’abscisse 0.

3. Tracer T et 6.

4. (a) ATlaide du graphique, indiquer le nombre de solutions de I'équation f(x) = 0.

(b) ATlaide de la calculatrice, donner des valeurs approchées de ces solutions, a 107! pres.

Exercice I.14. 1
On considere la fonction g définie sur R* par: g(x) = p +x
Déterminer g’(x) pour x € R*.
Etudier le signe de la dérivée g'.
Dresser le tableau des variations de g.

Déterminer si g admet des extremums locaux.

@R e

Tracer la représentation graphique de la fonction g

Exercice I.15.

2x+3
Soit f la fonction définie sur R\{1} par: f(x) = a

x-1"
On note ¥ sa représentation grahique.

1. Calculer la dérivée f' de f.

2. Soit A le point d’intersection de ¢ avec I'axe des abscisses. Calculer les coordonnées de A, puis une équation de
la tangente T4 ala courbe € en A.

3. Soit B le point d’intersection de € avec 'axe des ordonnées. Calculer les coordonnées de B, puis une équation de
la tangente Tp ala courbe € en B.

4. Tracer dans un méme repere T4, Tp et 6.
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Exercice I.16.

x> -3x+6
-1

On appelle € sa représentation graphique dans un repere (O;

Soit f la fonction définie sur R— {1} par: f(x) =

-

.,7).
Déterminer f’'(x).

Etudier le sens de variation de f.

Déterminer une équation de la tangente T a ¢ au point d’abscisse 2.

Déterminer les abscisses des points de € ou la tangente est parallele a I'axe des abscisses.

.

Peut-on trouver des points de € ol la tangente est paralléle a la droite d’équation y = x?
6. Déterminer les abscisses des points de € ot la tangente a pour coefficient direteur —3.

Exercice I.17.

2 _11x+28
f estla fontion définie sur R\{3} par: f(x) = i.

On note ¥ la courbe représentative de f dans un repére du plan.
On donne sur la figure 1.8 page suivante un repére dans lequel une partie de € est déja tracée.
On completera le schéma avec les éléments rencontrés au fur et a mesure de l'exercice (points, tangentes, etc.).
1. f est dérivable sur R\{3} et on note f’ la fonction dérivée de f.
x?—6x+5
(x-3)2 °
(b) Etudier le signe de f’(x) selon les valeurs de x et établir le tableau de variation de la fonction f (on indiquera
les extremums locaux de f).

(@) Justifer que f’(x) =

2. (a) Déterminer, s’il y en a, les abscisses des points de € ot la tangente est parallele a I'axe des abscisses.
(b) Soit T la tangente a € au point d’abscisse 0. Déterminer une équation de 7.

3. Déterminer les coordonnées des éventuels points d’intersection de %6 avec les axes de coordonnées.

4. Compléter le tracé de 6.

IV Lectures graphiques et fonctions dérivées

Exercice 1.18. : y

La courbe 6y ci-contre est la représentation graphique v 51 B @
d’une fonction f définie et dérivable sur I'intervalle [0; 6].

Soit Ale point du plan de coordonnées (—1; 0) et B le point 4+

du plan de coordonnées (1;5). Le point B appartient a la

courbe €y. 34

La droite (AB) est la tangente a la courbe <€f au point B.

1. Déterminer f'(1), ou f' est la fonction dérivée de la

fonction f sur l'intervalle [0;6]. 14

2. L'une des trois courbes 6, 6>, et 63 représentées A J | | | | | |
sur les figures 1, 2 et 3 page 89 représente la fonction -2 /1 oli1 2 3 4 5 6 X
f'. Laquelle ? Justifier votre réponse. —14

Exercice I.19.
La courbe (¥) de la figure .10 page 89 est une partie de la courbe représentative, relativement a un repére orthogonal,
d’une fonction f définie et dérivable sur R.
On donne les renseignements suivants :
« la courbe admet une tangente horizontale au point d’abscisse 1;
« le point B (2; —1) appartient a (6);
« la tangente ala courbe (¢) au point B passe par le point C (4; 0) ;

1. Déterminer graphiquement f(2), /(1) et f'(2).

2. Une des représentations graphiques de la figure 1.11 page 90, représente la fonction dérivée f’ de f, une autre
représente une fonction h telle que k' = f. En justifiant vos choix a l'aide d’arguments basés sur l'examen des
représentations graphiques:

(a) déterminer la courbe associée a la fonction f’.

(b) déterminer la courbe associée a la fonction .
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FIGURE 1.8 — Annexe de I'exercice 1.17
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FIGURE 1.9 — Courbes de I'exercice 1.18

Figure 1
y
61
J
0] 7 X
y Figure 3
Figure 2
Y
€3
6>
J J
ol 7 k//_ x o 7 X

FIGURE I1.10 — Figure de I'exercice 1.19
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90

FIGURE .11 - Figure de I'exercice 1.19
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Aide : retour sur la notion de limite
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I Retour sur la notion de limite

II Activités

Activité II.1.
Soient f et g définies sur R respectivement par f(x) = x° et g(x) = x> et h, définie sur [0; +ool, par h(x) = V/x.
1. Compléter le tableau suivant :
x |10 10% | 10° | 1017
f®)
g(x)
h(x)

2. Comment semblent se comporter ces trois fonctions quand x devient grand ?

3. Résoudre sur [0; +oo] :

o f(x)>10'2 o f(x)>10%

e f(x)> M ol M estun réel quelconque (qu’'on peut imaginer tres grand).
4. Faire de méme pour g et h.

Finalement, on peut rendre f(x), g(x) et h(x) aussi .................. que l'on veut : il suffit de prendre x suffisamment

On dira que leur limite, quand x tend vers +oo, est +oo et on écrira : lirP f(x) =+00
X—+00

Activité I1.2. 1
Soit f la fonction définie sur ]1; +oo[ par f(x) = 1 +2.
x—
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1. (a) Compléter le tableau suivant :
x |10 ] 10% | 10° | 10"
fl 11

(b) Comment semble se comporter cette fonction quand x devient grand ?

(c) Comment semble se comporter la courbe de cette fonction quand x devient grand ?
On pourra s'aider d’'une calculatrice graphique ou d’'un grapheur.

(d) Résoudre, pour x >0, les inéquations suivantes :

e f(x)-2<0,1 e f(x)-2<0,001
e f(x) -2 < e ole estunréel positif quelconque (qu'on peut imaginer trés petit).
Finalement, on peut rendre f(x) aussi .................. que l'on veut : il suffit de prendre x suffisamment

On dira que
« lalimite de f, quand x tend vers +oo est 2 et on écrira : lirP fx)=2;
X—+00

« ladroite d’équation y = 2 est une asymptote (horizontale) a la courbe ¥ en +oco.

2. (a) Compléter le tableau suivant :
x |15]11]101] 10001
[ | | |

(b) Comment semble se comporter cette fonction quand x se rapproche de 1?

(c) Comment semble se comporter la courbe de cette fonction quand x se rapproche de 1?
On pourra s'aider d’'une calculatrice graphique ou d’'un grapheur.

(d) Résoudre, pour x >0, les inéquations suivantes :

o« f(x)>10 o f(x)>1000
Finalement, on peut rendre f(x) aussi .................. que l'on veut : il suffit de prendre x suffisamment
On dira que
« lalimite de f, quand x tend vers 1 par valeurs supérieures a 1 est +oo et on écrira: lin% f(x) =+o0;
X

x>1
« la droite d’équation x = 1 est une asymptote (verticale) a la courbe ¢ (forcémenten 1).

III Limites des fonctions usuelles

PropriétéI1.1. Soit f une des fonctions usuelles (affine, carré, cube, inverse, racine carrée, sinus et cosinus) et D I; leurs
ensembles de définition respectifs.

e Siac€ Dy, alors lim f(x) = f(a)

X—a
« Sinon, aux bornes de leur ensemble de définition, les fonctions usuelles ont les limites résumées dans le tableau ci-
dessous :
f Dy | Limites
Sim>0 lim (mx+p)=+4ocoet lim (mx+p)=—-oc0
X—+00 X——00

fX)=mx+p R Sim<0xlirp (mx+p)=—ooetxlilp (mx+ p) = +o0

Sim=0 xEer(mx+ p) = xl_l’lpoo(mx+ p=p

fx) = R xlir+n = xlim X° = +00
= o
f=x° R | lim x*=+oc0et lim x°=—o0
X—+00 X— —00
1 1 1
f)= - R* | lim — =0, im — =0~
X X—+00 x X——00 X
1 1
lim — = +ocoetlim — = —oco
x—=0 X x—0 X
x>0 x<0
(x) = R* li 1—1' 1—OJ'l' L_
f@= 5 Jim = = lim = =07, lim = = +oo0

x#0

fx)=vx R* lirr(l)\/f=\/6=OetxlirP VX =+00
X— —+00

Remarques. « Les fonctions constantes (f(x) = k) et linéaires (f(x) = kx) sont aussi des fonctions usuelles mais
sont considérées comme des cas particuliers des fonctions affines f(x) = mx+ p avec, respectivement, m =0 et
p=0.
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e f(x)=x"ouneNetn=4ales mémes limites que f(x) = x? si n est pair et que f(x) = x° si n est impair (on
I'admettra).

e f(x)= % ouneNetnz=4ales mémes limites que f(x) = % si n est impair et que f(x) = % si n est pair (on
I'admettra).

IV Opérations sur les limites

Dans les paragraphes suivants, nous parlerons parfois de « forme indéterminée », notée EI. Cela ne veut pas forcément
dire qu'il n'y a pas de limite, mais que la régle énoncée ne permet pas de conclure dans le cas général, qu’il faut étudier
chaque cas particulier.

IV.1 Regle essentielle

On admettra que les sommes, les produits, les inverses, les quotients ou les composées des fonctions continues
vérifient tous :

Siae Dy, ol Dy est I'ensemble de définition de f, alors )lcirr}lf(x) = f(a).

Dans les autres cas, aux bornes de leur ensemble de définition, on appliquera les propriétés des paragraphes sui-
vants.

IV.2 Limite d’'une somme

PropriétéI1.2. On note a ce vers quoi tend x, a pouvant étre un réel, +oo ou —oo.
Soit f et g deux fonctions ayant en a une limite finie ou infinie.
La fonction somme f + g admet une limite dans chacun des cas résumés par le tableau ci-dessous :

lim g(x)
. H= 4 +00 —00
lim f(x)
X—a
I L+ +00 —00
+00 +00 +00 EL
—00 —00 EL —00
On I'admettra.
. 1 . . 1
Exemples II.1. e lim |-x+——-1|=-o0car lim (-x—1)=-occet lim —=0
X—+00 X X—+00 X—+00 X
1 1
o lim|—x+——-1|=+occcarlim(—x—1)=-0-1=-1etlim — = +o0o
x—0 X x—0 x—0 X
x>0 x>0 x>0

o+ lim (x*+x—1) est une forme indéterminée car lim (x?) = +ocoet lim (x—1) = —co. Nous verrons plus tard
X——00 X——00 X——00

comment «lever 'indétermination ».

IV.3 Limite d’'un produit

PropriétéI1.3. On note a ce vers quoi tend x, a pouvant étre un réel, +oo ou —oo.
Soit f et g deux fonctions ayant en a une limite finie ou infinie.
La fonction produit f x g admet une limite dans chacun des cas résumés par le tableau ci-dessous :

lim g(x)
. s I'#0 I'=0 +00
lim f(x)
X—a
1#0 IxUl 0 +00
=0 0 0 EL
+o0 +o0o EL +oo

Onl’admettra.

Remarque. Le signe, lorsque la limite du produit est +oo, est donné par la regle des signes des produits.

Exemples IL.2. o lim (-5x*)=-ococar lim (-5)=-5et lim x*=+oo
X—+00 X—+00 X—+00
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1 1
e« lim x3(——1):+oocar lim (——1):—16‘[ lim x3=-0c0
X——00 X

x—-oo\ x X——00

. lin(l) — (x* + x) est indéterminée car lin(l) — =+ooet lin(l) (x? +x) =0+0 = 0. Nous verrons plus tard comment «lever
x—0 X x—0 X X—
x>0 x>0 x>0

I'indétermination ».

IV.4 Limite del'inverse

PropriétéI1.4. On note a ce vers quoi tend x, @ pouvant étre un réel, +oo ou —oco.
Soit f une fonction ayant en « une limite finie ou infinie.

1
La fonction ? admet une limite dans chacun des cas résumés par le tableau ci-dessous :

limf0) | 1#0 | i=0r | 1=0" | +00 | —o0
1
lim — = +00 —00 0@©") 00)
o fx) ‘ ! ‘ ‘ ‘
On I'admettra.
1
ExemplesIL3.  « lim — = +oo car lim x* = 0 et x* > 0 quand x € R*
x—0 X x—0
x#0
1
e lim —=0car lim x=-o00
X——00 X X——00
1 1
o lim———— == carlim (x> + x+2) =4

—1x24+x+2 4 x—1

IV.5 Limite d’'un quotient

PropriétéI1.5. On note a ce vers quoi tend x, « pouvant étre un réel, +oo ou —oo.
Soit f et g deux fonctions ayant en a une limite finie ou infinie.

La fonction quotient — admet une limite dans chacun des cas résumés par le tableau ci-dessous :
g

lim g(x)
. s I'#0 I'=0 +00
lim f(x)
X—a
l
1#£0 7 +00 0
[=0 0 EIL 0
+oo +00 +oo EL

Remarque. Le signe, lorsque la limite du quotient est +oo, est donné par la régle des signes des produits (qui est aussi
la régle des signes des quotients).

Exemple I1.4. 1. lim =0car lim -3=-3et lim (2x*>+3) =+o0
3 X——00 X——00

x——00 2x2 +
. COSX . s 2 o .
2. hII(l) > = —oo car hn(l)cosx =cos0=1, hn(l)(x —2x) =0et x* —2x = x(x—2) <0 (négatif entre les racines 0 et
o ¥ TN * 350
2)

2

. x°—x e . ) . 3
3. lim ——— estune forme indéterminée car lim (x*—x)=+ocoet lim (x*+x—1)=+o0
x—+oo x3 +x—1 X—+00 X—+00

IV.6 Cas des formes indéterminées

Finalement, il y a quatre cas d'indétermination qui sont, en utilisant un abus d’écriture qui ne vous sera pas auto-
risé sur vos copies :

(o0
«—=» ((OXOO» «—» «OoO— OO »
0 0o
Pour lever 'indétermination, on peut tenter transformer 1'expression (par exemple développer s’il s’agit d'un pro-
duit). Si cela ne donne rien, il est toujours possible de mettre en facteur le terme de plus haut degré (les termes quand
il s’agit d'un quotient) : cela résoud la plupart des probléemes.
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Quelques exemples

1. Nous avons vu que lim (x2 + x — 1) était une forme indéterminée.
X——00
Comme x — —oo, on peut considérer que x # 0, et donc écrire, en factorisant le terme de plus haut degré :

) 1 1
Frx-1=xl+=--=
X X

1
or,comme lim — =0,o0ona:
x——o0 xN

1 1
lim (1+———)_1+0+0_1 , 5 1 1 , 2
x——00 x  x2 = lim x*{1+-~-—|= lim (x*+x-1) = +o0
lim x?=+oo T Xooxt) Immee

X——00

.1 . .
2. Nous avons vu que hrr(l) — (% + x) est une forme indéterminée.
x—0 X
x>0

1
Avec x > 0, donc x # 0, on peut écrire, en développant : — (x* + x) = x+ 1
X

1
orlim(x+1)=0+1=1donclim = (x* +x) =1
x—0 x—0 X
x>0 x>0
2

xX°—x s -
3. Nous avons vu que lim ———— est une forme indéterminée.
—+o0 x3 + x—1 ) ) )
Comme x — +o0o0 on peut considérer que x # 0 et, en factorisant le terme de plus haut degré au numérateur et au

dénominateur, on obtient :

. 1
or, comme lim —, =0,ona:

x—+00 X
li 1 1 1-0 1 !
Am\mg)=10= . x L © o
U1 = i~ = i
lim (1+—2——3)=1+0—0=1 i+=-= x X
X—+00 X X x2 xS
. 1 1 1 1
4. lim|— - — | estune forme indéterminée car hm — =+ooet lim — = +oo.
x—=0\x X -0 X x—0 X
x>0 x>0 x>0
1 R . . . 1 1 x-1
En réduisant au méme dénominateur, on obtient : — — =S =—
X X X
or
lin%)(x—l) =0-1=-1
Ry x—1 1 1
x>0 : :
3 =>lim——=lim|—--—=|=-
limx*>=0etx*>>0 x—0 X x—»o(x xZ) o
x—»(()) x>0 x>0
x>

IV.7 Fonctions polynéme et rationelle

On peut proceder de la méme maniere qu’'aux exemples 1 et 3 du paragraphe précédent pour toute fonction poly-
néme ou rationelle et démontrer ainsi les propriétés suivantes :

PropriétéI1.6. Soit f une fonction polynéme de degré n :

-1

fx) =anx" +an1x"" +...+ mx+ ap avec a, #0

Alors :

. hm f(x) hm anx" = +oo; . hm f(x) lim anx
——00
quz Sénonce auissi de la fagon suivante :

«La limite en linfini d'une fonction polynome est celle de son terme de plus haut degré. »

David ROBERT 95



V Asymptotes Terminale ES — 2 008-2 009

PropriétéI1.7. Soit f une fonction rationelle :

1

anx"+ap1 X"+t a1 x+ag

fa= by x™ +by_1x™ 1+ ...+ bix+ by
avec a, #0 et by, 0. Alors :
i = i anx" i W= i "
* x—l»rPoof x _x—l»IPoo bpx™’ * x—l’r—noof & _x—l»r—noo b x™m’

Le détail de ces deux démonstrations est laissé en exercice au lecteur.

V Asymptotes

Définition II.1. On appelle courbe asymptote une courbe simple (droite, cercle, etc.) dont une courbe plus complexe
peut s’approcher.

Nous ne parlerons au lycée que de droite asymptote, en omettant le plus souvent de préciser méme le terme de
droite. Une asymptote sera donc une droite dont la courbe représentative d'une fonction s’approche (sans forcément
l'atteindre). Nous avons vu dans les activités les trois types d’asymptote.

V.1 Asymptote verticale

Elle traduit, graphiquement, le fait que la fonction f admet une limite infinie en un réel a.
Onaalors:

Définition II.2. Si f une fonction admet une limite infinie a gauche ou a droite de a, réel, on dit alors que la droite
d’équation x = a est une asymptote (verticale) a la courbe de f.

chiir}lf(x) = oo ou

x>a _ S
;i_I’I‘llf(x) coo OX= a asymptote a €
x<a

Remarque. 11 suffit qu’on ait soit une limite a droite, soit une limite a gauche qui vaut +oo pour avoir une asymptote
verticale.

V.2 Asymptote horizontale

Elle traduit, graphiquement, le fait que la fonction f admet une limite finie en I'infini.
Onaalors:

Définition II.3. Si f une fonction admet une limite finie b en I'infini, on dit alors que la droite d’équation y = b est
une asymptote (horizontale) ala courbe de f en I'infini.

J}im f(x)=b < y=basymptote a € en l'infini
—00

Remarque. Une courbe peut avoir une asymptote en +oo sans en avoir pour autant en —oo : il faut faire I'étude aux deux
bornes.

V.3 Asymptote oblique

Elle traduit, graphiquement, le fait que la fonction f se comporte de plus en plus comme une fonction affine.
Onaalors:

Définition I1.4. Soit f une fonction. S’il existe une fonction affine g(x) = mx + p telle que la fonction f — g admet
comme limite 0 en 'infini, on dit alors que la droite d’équation y = mx + p est une asymptote (oblique) a la courbe
de f enl'infini.

. : _ y = mx + p asymptote a

xh—»rgo (f@=(mx+p)=0e % en l'infini
Remarque. Méme remarque que ci-dessus.
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VI Exercices

VI Exercices

VI.1 Technique
Exercice II.1.

Déterminer les limites suivantes :

X—+00 X

1
1. lim 3 (1 - —)
Exercice I1.2.
Déterminer les limites suivantes :

1
1. lim (—+2x+3

x—+oo | x

2. lim (3y/x+x?)

X—+00

Exercice I1.3.

2.

1
lim (——xs)
X——00 2

-5
3. lim (—+x2)

x—-o0o\| X

1
4. lim (— +3x%2 -2
x—0
x>0

Déterminer les limites des fonctions polynémes suivantes :

: 3
1. xl_lgl@ (x° +x)

: 3
2. xl_l’r_noo (x° +x)

VI.2 Lectures graphiques

Exercice I1.4.

3. }Ci_r%(x\/}) 4 lim(_—g)
e

X—
x>2
. 2 1
6. lim |—— +—
x—=2\x+2 2
x<-—

3. lim (x*-2x*+5x+4)
X—+00

4. lim (x*-2x*+5x+4)
X——00

On donne sur la figure I1.1 de la présente page les courbes représentatives €, €5 et 6}, de trois fonctions f, g et h.
Pour chacune des trois fonctions :

1. déterminer D, son ensemble de définition;

2. conjecturer les limites de la fonction aux bornes de cet ensemble de définition.

FIGURE I1.1 - Courbes de I'exercice 11.4

Exercice II.5.

Méme exercice que le précédent (la courbe 6, est en deux parties), a partir de la figure I1.2 page suivante.

David ROBERT
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FIGURE H'|2 — Courbes de I'exercice I1.5
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VL.3 Etude de fonctions

Exercice I1.6.
Soit f la fonction définie sur R par :
(x? 1) (x—2001)

X) =
f@ 2001
Etudier la limite de f en +oo.
Exercice I1.7.
On considére la fonction f définie sur R par :
2
X) =
1@ 1+ x?

1. Montrer que f est bornée par 0 et 2.
2. Ftudier les variations de f.
3. Déterminer, si elles existent, les limites de f en +oco, en —coeten 0.

Exercice I1.8.
Soit f la fonction définie par :
-x+1

2x+3

f)=

On appelle € sa courbe représentative.
1. Déterminer Dy, I'ensemble de définition de f.

2. Etudier les limites aux bornes de son ensemble de définition.
En déduire les éventuelles asymptotes de 6.

3. Ftudier les variations de f.
4. Dresser le tableau des variations de f en y faisant apparaitre les limites aux bornes.

Exercice I1.9.
Le but de cet exercice est de déterminer les limites aux bornes de son ensemble de définition de la fonction :

X2 —4x+2

f®=—=

1. Déterminer I'ensemble de définition de f.
2. Déterminer trois réels a, b et c tels que :
c
(x)=ax+b+—
! 3—x
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VI Exercices

3. Ftude en l'infini.
(a) Déterminer lim f(x)et lim f(x).
X—+00 X——00
(b) ¥ admet-elle une asymptote horizontale en I'infini ?
(c) Montrer que la droite d’équation y = —x + 1 est une asymptote de 6.
4. Ftude au voisinage de 3.
(a) Déterminer la limite du numérateur lorsque x tend vers 3.

(b) Etudier le signe du dénominateur.

(c) Déterminer la limite du dénominateur lorsque x tend vers 3 par valeurs supérieures.

(d) En déduire lin}i f(x).
>3
(e) Procéder de méme pour déterminer lin}i f(x)
x—>
x<3

(f) € admet-elle une asymptote verticale ?

Exercice I1.10.
Soit f la fonction définie sur R par :

XB+2x2+9x+2
x2+1

f)=

On note ¥ sa représentation graphique.

1. Déterminer trois réels a, b et c tels que :
cx

x2+1

fx)=ax+b+

2. Ftudier les limites de f en +oo et —co.
3. Montrer que la droite A d’équation y = x + 2 est une asymptote de €.
4. Déterminer la position relative de € et A.

ExerciceIl.11.

Soit f la fonction qui a x associe
£ 1-2x
X)=———
-x2+2x+3

1. Déterminer D 12 I'ensemble de définition de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
On commencera par étudier le signe de —x* + 2x + 3 selon les valeurs de x.

3. En déduire les éventuelles asymptotes de la courbe représentative de f.

Exercice I1.12.
Soit f la fonction définie pour x € [1; +oo| par:

fO=vx+1-vx-1

Le but de cet exercice est d’étudier la limite de f en +oo.
1. Etudier liIP Vx+1let liIP v x — 1. Que peut-on en conclure ?
X—+00 X—+00

2. Montrer que, pour tous réels A et B strictement positifs, ona: vVA—vB =

3. En déduire que, pour tout x € [1; +oo[,ona: f(x) =

2
vVx+1l+vx—-1

4. Endéduire lim f(x)
X—+00

David ROBERT
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