Chapitre 11

Une application du produit scalaire :
Equations cartésiennes de droite et de cercle
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Dans tout le chapitre, le plan est muni d'un repere orthonormal.

11.1 Produit scalaire et coordonnées

11.1.1 Rappels

Rappelons certaines choses déja vues dans le chapitre 6.

Définition. Soit AB et AC deux vecteurs du plan, on appelle produit scalaire de ABetde A_(f, noté
AB.AC, le nombre :

— — 1
AB.AC= 2 (AB*+ AC* - BC?)
Et en posant ii = AB, 7= AC eten remarquant que BC? = CB? = ICBI?=CA+ AB|2 = || - 7 + i,

on peut généraliser le produit scalaire a deux vecteurs # et U dont les représentants ne sont pas

forcément de la méme origine et obtenir une définition équivalente :

Définition. Soit ii et  deux vecteurs du plan, on appelle produit scalaire de # et de U, noté .7,

le nombre :

= o =m2 = = oomd)
a.0==(Ial*+ 101" - lla-ovl°)
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11.1 Produit scalaire et coordonnées Premiére générale : enseignement de spécialité

11.1.2 D’autres définitions et propriétés du produit scalaire

On rappelle que, dans un repere orthonormal ot % (x; y), ||zl = v/x% + y2.

ACTIVITE 11.1.
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O; 7, 7). Soit les vecteurs i (x; y), U (x'; y") et w (x"; y").

1. Démontrer que .U = xx' + yy'.

2. Comparer .U et U.U.

3. Comparer ii.(V + ) et UV + U.10.

4. Soit k un réel. Comparer (kii).U et k(ii.D).

5. Calculer (|| @+ 7|1 - || @l - | 71%). En déduire une autre expression du produit scalaire . 7.

Bilan et compléments

On vient de démontrer le théoréme et les propriétés suivantes :

Théoréme 11.1. Soit il et U deux vecteurs du plan muni d’'un repere orthonormal ot i (x; y) et
U (x'; y") alorsSoit ul et U deux vecteurs du plan .V = xx' + yy'

Propriété 11.2. Le plan est muni d'un repére orthonormal ot @i (x; y) et U(x';y') alors 6.U =
3 (la+ o012 = nan® - 112

Propriété 11.3 (Regles de calcul). Soitii, U et i des vecteurs et k un réel. Alors :

s UV="0.U

On a aussi:
Propriété 11.4 (Identités remarquables). Soit ii et U deux vecteurs.
1. (ii+ D) = % +20.0 + 1°
2. (ii— D)% = ii® - 20i.0 + D?

-

3. (U+D)(ii—-v) = u®-1v?

Preuve. En appliquant le deuxieme point de la propriété précédente on obtient facilement ces ré-
sultats. ¢

-

Propriété 11.5. Le plan est muni d'un repere (O; 1,]) orthonormal. ti (x; y) un vecteur.

=

=ui e y=1iu.J

Preuve. e l(x;y)eti(l;0)doncii.i=xx1+yx0=x.

e li(x;y)etj(0;1)doncéi.j=xx0+yx1=y.
¢
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11.2 Equations cartésiennes de droites

11.2.1 Rappels

Définition. Soit 2 une droite et A et B deux points distincts de cette droite. On appelle vecteur
directeur de 2 tout vecteur ii # 0 colinéaire 2 AB.

Propriété 11.6. 2 admet une équation de la forme ax + by + ¢ = 0 si et seulement si 1')’( _a ) est

un vecteur directeur de 9.

11.2.2 Compléments
Le produit scalaire nous permet d’obtenir d'une autre maniere une équation cartésienne de droite.

Définition 11.1. Le plan est muni d'un repére (O; 7, 7). On appelle vecteur normal a une droite 2
tout vecteur 7i non nul orthogonal a un vecteur directeur de 2.

-’

Théoréme. Le plan est muni d'un répere (O; 1, ]) orthonormal. Soit 7i(a; b) un vecteur non nul.
Alors :

 Toute droite de vecteur normal ii admet une équation de la forme ax+ by + c = 0.

* Toute droite admettant une équation de la forme ax + by + ¢ = 0 admet 11 = (a; b) comme
vecteur normal.

Preuve. Démontrons ces deux points :

* Soit une droite 2 de vecteur normal 7i (a; b) et A(x4; y4) un point de cette droite.
Mx;)e@ o ii(a; b)=(X;Y)et w(x—x,q; y—ya) = (X'; Y') orthogonaux < i.AB=0o
XX'+YY' =0 a(x—x4)+b(y—ya) =0< ax+by—axs—bys=0.Enposant c = —axs—byy,,
on obtient une équation cartésiennede 2 : ax+ by +c =0.

* Soit une droite 2 ayant comme équation cartésienne ax+ by +c=0et 7i = (a; b). On a vu
qu’alors un vecteur directeur de & était v (- b; a).
Al'aide du produit scalaire, montrons que ces deux vecteurs sont orthogonaux.
n=(a;b)=X;Y)etv(-b;a)=X";Y").
nov=XX'+YY'=ax(-b)+bxa=-ab+ab=0.

On peut le reformuler de 1a maniére suivante :

2 N 2 . . o = a
Théoreme 11.7. 9 admet une équation de la forme ax+ by + ¢ = 0 si et seulement si ni (

b ) estun

vecteur normal a 9.

Propriété 11.8 (Distance d'un point a une droite). Le plan est muni dun repére
(0;7,7) orthonormal.

Soit2 : ax+ by + ¢ =0 une droite et M(a; ) un point quelconque du plan.

La distance de M a 9, notée d(M, D) est

laa + bp + c|

dM, D) =
S

On 'admettra.
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11.3 Equations cartésiennes de cercle

11.3.1 Rappels
Rappelons que le cercle € de centre Q2 et de rayon r > 0 est 'ensemble des points M qui sont situés
ala distance r de Q.
Me% & QM =r(e QM* =r1?)
Lorsque le plan est muni d'un repere orthonormal, cette définition devient :
Propriété 11.9. Le plan est muni d’'un repere orthonormal. Le cercle € de centre Q (a; B) et de
rayonr >0, noté € (Q2; r) est 'ensemble des points vérifiant l'équation suivante, appelée équation

cartésienne de € :
Me€ & (x—a)Y+(y-p>=r?

11.3.2 Compléments
Le produit scalaire nous permet d’obtenir un autre type d’équation cartésienne de cercle.
Théoréme 11.10. Le plan est muni d'un repére (O; 7, J) orthonormal.

Soit A(x4; ya) et B(xy; yp) et € le cercle de diametre [AB].
Alors tout point M de € a ses coordonnées qui vérifient (x — xg)(x — xp) + (¥ — ya) (¥ — ¥p) = 0.

Preuve. On avu au college que M est sur le cercle € de diametre [AB] si et seulement si le triangle
ABM est rectangle en M. Donc:

Mx; y) €€ © H/I(x—xa; V=ya) =(X;Y) etﬁ/l(x—xb; V=¥p) = X5 Y) orthogonaux < H/IB_M:
0 XX'+YY' =0 (x—x5)(x—xp)+ (¥ —ya) ¥y —yp) =0. %

11.4 Exercices

EXERCICE 11.1. 1. Déterminer I'équation du cercle € de
On donne A(1;2), B(2;1) et C(-3;0). Déter- centre Q) et de rayon r = 5.

miner une équation cartésienne deﬁdroite 9

passant par C et de vecteur normal AB. 2. Démontrer que le point A(=2;0) est un
EXERCICE 11.2. point du cercle €.

Déterminer 1'équation du cercle de centre

Q(5; 1) et tangent a la droite 2 d’équation x + 3. Déterminer une équation cartésienne de
y—4=0. la tangente en A au cercle €.

EXERCICE 11.3.
On considere un triangle ABC avec A(-1;2),

B@3; 1 etC(2;4). EXERCICE 11.5.

Soit A(3;5). Chercher une équation de la tan-

1. Déterminer une équation de la média- gente en A au cercle € de centre O, origine du
trice du segment [AB]. repeére, et passant par A.
2. Déterminer une équation de la hauteur  gxgrcice 11.6.
issue de A dans le triangle ABC. Déterminer 'ensemble I' des points M du plan
EXERCICE 11.4. dontles coordonnées (x; y) vérifient : (x—3)(x+
On donne Q(2; -3). 2)+(y-D(y-4=0.
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