Chapitre 8

Rappels et compléments sur les probabilités
Probabilités conditionnelles
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8.1 Rappels

Ce paragraphe ne comportant que des rappels de Seconde, les exemples seront limités et les preuves
des théoremes et propriétés ne seront pas refaites.

8.1.1 Vocabulaire des ensembles

Définition 8.1 (Intersection). Lintersection de deux ensembles
A et B est'ensemble des éléments qui sont communs a A et B.
On la note An B.

Ainsi e€ AN B signifieec Aetec B.

Remarque. Lorsque An B = &, on dit que les ensembles A et B sont disjoints.
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8.1 Rappels Premiere générale : enseignement de spécialité

A B
Définition 8.2 (Réunion). La réunion de deux ensembles A et
B est’ensemble des éléments qui sont dans A ou dans B.
Onla note AU B.
Ainsi e € AU B signifiee€ Aouee€ B.
B

Définition 8.3 (Inclusion). On dit qu'un ensemble A est inclus dans
un ensemble B si tous les éléments de A sont des éléments de B.
On note alors A € B (« A inclus dans B ») ou B > A (« B contient A »).

On dit alors que A est une partie de B ou que A est un sous-ensemble de B.
Remarque. & et E sont toujours des parties de E (partie vide et partie pleine).
On notera & (E) 'ensemble de toutes les parties de E.

E
Définition 8.4 (Complémentaire). Soit E un ensemble et A une @ —
partie de E. Le complémentaire de A dans E est 'ensemble des A
éléments de E qui n'appartiennent pas a A. On le note A.
Remarque. AUA=EetAnA=0.
Définition 8.5. Des parties Aj, Ay, ..., A, d’'un ensemble B

E constituent une partition de E si elles sont deux a deux
disjointes et si leur réunion est E.

Ainsi : A | As | A,
* Pourtousietjde{l;...;pl:i#j=>ANA;=T;

p
e [JAi=A1UAU...UA,=E.
i=1

Propriété 8.1. Soit A une partie d'un ensemble E et A le complémentaire de A dans E. Alors A et A
constituent une partition de E.

Définition 8.6 (Cardinal). Le nombre d’éléments d'un ensemble fini E est appelé cardinal de E.
Ce nombre est noté Card(E). On convient que Card(&)= 0.

Remarque. La notion de cardinal ne s’applique pas aux ensembles infinis (comme N, Z, Q, R, etc.).

8.1.2 Expérience aléatoires

Issues, univers

Définition 8.7. Lensemble de toutes les issues d'une expérience aléatoire est appelé univers (ou
univers des possibles). On note généralement cet ensemble Q.

Dans ce chapitre, Q sera toujours un ensemble fini.

Evénements

Exemple : on lance deux dés et on considere la somme S obtenue. Lensemble de toutes les issues
possibles (univers) est Q ={2;3;---; 11; 12}.
Le tableau 8.1 page suivante définit le vocabulaire relatif aux événements (en probabilité).
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Premiere générale : enseignement de spécialité 8.1 Rappels

TABLE 8.1: Vocabulaire relatif aux évéenements en probabilité
Vocabulaire Signification Mlustration
Obtenir un nombre pair :

Evenement Ensemble de plusieurs | 4=12;4;6;8;10;12} .
(notation quelconque) issues Obtenir un multiple de trois :
B=1{3;6;9;12}
Obtenir une somme supérieure a 10 :
C={10;11;12}

Obtenir une somme inférieure a 6 :
D=1{2;3;4;5;6}

L'une des issues de la

Evenement élémentaire |  gjration étudiée (un Obtenir 7: w = {7}

(noté w) élément de Q)
Evenement impossible | C'estunévenementqui | « Obtenir 13» est un événement impos-
(noté 2) ne peut pas se produire | sible.

C’est un évenement qui

. « Obtenir entre 2 et 12 » est un évene-
se produira

ment certain.

Evenement certain

(noté ) obligatoirement
. Evénement constitué
Evenement «A et B» des issues communes | ANB=1{6;12}
(noté AN B) aux 2 événements
] Evénement constitué de
Evenement «A ouB» toutes les issues des AUB=1{2;3;4;6;8;9;10; 12}
(noté AU B) deux événements
Evénements Ce.so,nt des évéf{leiments CnD = @ donc C et D sont incompa-
incompatibles quin'ont pas d'éléments tibles. Par contre, A et B ne le sont pas.
(on note alors €n commun
ANB=9)
Ici, A représente I'événement « obtenir
(;e\sont deux une somme impaire ». On a alors :
Evenements événements
contraires incompatibles dont la « An A= 2 (ensembles disjoints)
(I'événement contraire réunion forme la totalité _
de A se note A) des issues (€2) P AvA=Q
8.1.3 Probabilités
Loi de probabilité sur un univers Q
Définition 8.8. Soit Q = {w;; w2; - -; w,} 'univers d'une expérience aléatoire.

Définir une loi de probabilité p sur Q, c’est associer, a chaque évenement élémentaire w;, des
nombres p; € [0; 1], appelés probabilités, tels que :

° ZPiZP1+P2+“'+pn=1;
i

e la probabilité d'un évenement A, notée p(A), est la somme des probabilités p; des évene-
ments élémentaires w; qui constituent A.

Remarque. On note aussi : p; = p(lw;}) = p(w;).
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8.2 Compléments Premiere générale : enseignement de spécialité

Propriété 8.2. Soit A et B deux évenements de (2, alors :
* p(AUB) = p(A) + p(B) - p(An B); - p(a)=1-p.

Remarque. Comme, par définition, la probabilité de I'’évenement certain est 1 alors la probabilité
de I'’évenement impossible, qui est son contraire, est 0.
Une situation fondamentale : 'équiprobabilité

Définition 8.9. Lorsque toutes les issues d'une expérience aléatoire ont méme probabilité, on dit
qu’il y a équiprobabilité ou que la loi de probabilité est équirépartie.

Dans ce cas, la regle de calcul de la probabilité d'un évenement A est la suivante :

Propriété 8.3. Dans une situation d’équiprobabilité sur un univers Q0, pour tout évenement élé-

mentaire w et tout évenementAona:
nombre d'issues favorables  Card(A)

p(A) =

plw) =

Card(Q) nombre d’issues possibles  Card(Q)

Certaines expériences ne sont pas des situations d’équiprobabilité, mais on peut parfois s’y ramener
tout de méme, comme par exemple dans I'activité 8.1.

8.2 Compléments

8.2.1 Un outil: Parbre pondéré

ACTIVITE 8.1.
On dispose :

* d’une urne contenant quatre boules insdiscernables au toucher dont trois boules bleues por-
tantrespectivement les numéros 1, 2 et 3, notées b, b, et b3, et une boule rouge unique, notée
r;

e d’'un jeu de six cartes identiques portant chacun un chiffre en couleur : une carte avec un
chiffre 1 en vert, une carte avec un chiffre 2 en rouge, une carte avec un chiffre 2 en bleu, une
carte avec un chiffre 2 en vert, une carte avec un chiffre 3 en rouge et une carte avec un chiffre
3 en bleu.

On considere I'expérience aléatoire suivante : « On préleve de fagcon équiprobable une boule dans
I'urne puis une carte du jeu. On note, dans 'ordre, la couleur de la boule extraite et le numéro inscrit
sur la carte ».

On note Q2 I'ensemble de toutes issues possibles et p(A) la probabilité d'un évenement A.

1. Construire I'arbre des possibles et en déduire Q. Est-on dans une situation qu’équiprobabi-
lité?

2. (a) Construire un arbre, que nous appelerons «modeéle intermédiaire », qui prenne en compte,
pour la boule extraite, non seulement sa couleur mais aussi son numéro et, pour la carte,
non seulement le numéro mais aussi sa couleur.

(b) A-t-on équiprobabilité entre chacun des chemins?
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8.2 Compléments

(c) En déduire les probabilités de chacun des évenements élémentaires de Q.
On présenteral les résultats sous forme de tableau du type :

wi‘wl

‘ w2 ‘

pw) | pw) | pwo) | ...
Remarque. Lorsqu’on détermine pour chaque événement élémentaire sa probabilité, on

dit qu’'on décrit la loi de probabilité.

3. L'arbre du modele intermédiaire, nous ramenant a une situation d’équiprobabilité, nous a
permis de décrire la loi de probabilité. Cependant il est un peu lourd. Essayons de l’alléger.

(a) Refaire I'arbre des possibles en ajoutant devant chaque éventualité des branches mul-
tiples : autant qu'on en peut trouver sur le modele intermédiaire qui menent a cette

éventualité.

(b) Refaire I'arbre des possibles de la maniere suivante :

i. Remplacer ces branches multiples par des branches simples mais en indiquant le
nombre de branches qu’il devrait y avoir. On obtient alors un arbre pondéré (chaque

branche ayant un poids).

ii. Combien de chemins du modeéle intermédiaire terminaient sur I’événement €élé-
mentaire (r,2)? Comment pourrait-on retrouver ce nombre a partir de ’arbre pré-

cédent?

(c) Refaire I’arbre des possibles de la maniere suivante :

i. Pondérer chaque branche, non plus avec le nombre de branches multiples qu'il de-
vrait y avoir, mais avec le quotient de ce nombre par le nombre total de branches
qu'’il devrait y avoir a ce méme niveau.

ii. Quelle est la probabilité de I'évenement élémentaire (r,2) ? Comment pourrait-on
retrouver cette probabilité a partir de I’arbre précédent?

8.2.2 Lois des grands nombres

ACTIVITE 8.2.

On donne l'algorithme ci-dessous, écrit en lan-
gage Python ou une fonction affichefrequenceest
définie. On se propose de I'étudier puis de I'étof-
fer et enfin de le modifier pour qu'’il fasse autre
chose.

1 from random import *

2 from mathimport *

3

4

5 def affichefrequence(face,lancers) :
6 effectif =0

7 for kin range(1,lancers+1) :
8 de =randint(1,6)

9 if de== face:

10 effectif = effectif+1

11 frequence = effectif | lancers
12 return frequence

David ROBERT

1. Que fait cet algorithme?

2. Le programmer sur Python et lancer la
fonction affichefrequence pour la face de
votre choix, en faisant plusieurs essais
a chaque fois, en prenant pour lan-
cers les valeurs 10, 100, 1000 et 10000.
Qu’observe-t-on?

3. (@

(b)

Le modifier pour qu’il calcule la
fréquence d’apparition de la face a
chaque valeur de k et affiche dans un
repere le point d’abscisse k et d’or-
donnée la fréquence nouvellement
calculée.

Voir la remarque ci-dessous.

Le faire fonctionner pour un certain
nombre de lancers, comme a la ques-
tion 2. Qu’'observe-t-on?
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8.3 Probabilités conditionnelles Premiére générale : enseignement de spécialité

Remarque. On introduira en ligne 3 : import matplotlib.pyplot as repere
Cette fonction permet d’utiliser un repere nommé « repere » avec lequel on pourra utiliser :

* repere.axis(xmin = ...Xxmax = ..., ymin = ...,ymax= ...) pour régler la fenétre d’affichage du
repere

* repere.scatter(x,y) pour placer un point de coordonnées (x; ).

* et en fin de fonction : repere.show() pour rendre visible le repere

Définition 8.10. Lorsque qu’on répete une expérience aléatoire, on appelle fréquence d’'appari-

. , £ PP 2 . ¢ _ nombre de fois ou I'éventualité w; apparait
tion d’'une éventualité w; donnée le nombre: f; = T2 expérience est rép&tée

On constate que si 'on répéte un grand nombre de fois I'expérience donnée, les différentes fré-
quences d’apparition ont tendance a se stabiliser.

Ce constat est un résultat mathématique appelé La loi des grands nombres; il se démontre, mais la
démonstration est largement hors de nos compétences :

Théoréme 8.4 (Loi des grands nombres). Pour une expérience donnée, dans le modeéle défini par
une loi de probabilité, les distributions des fréquences calculées sur des séries de taille n se rap-
prochent de la loi de probabilité quand n devient grand.

Remarques.
* Dans certains cas, on utilise ce résultat pour valider ou rejeter un modele (une loi de proba-
bilité) choisi a priori.

* Dans d’autres cas, lorsqu’on ne connait pas de loi de propabibilité relativement a une expé-
rience aléatoire, on peut ainsi en introduire une a partir des fréquences déterminées lors d'un
grand nombre d’expériences

8.3 Probabilités conditionnelles

8.3.1 Activités

AcTIVITE 8.3 (Tirages avec ou sans remise).

On dispose d'une urne opaque contenant des boules indiscernables au toucher. Deux tiers des
boules sont noires et un tiers des boules sont blanches. On procéde au tirage aléatoire de maniére
successive de deux boules et on s’intéresse au nombre de boules blanches obtenues.

Partie A : Cas ou I'urne contient trois boules.
On donnera les résultats arrondis au millieme au besoin.

1. On procede a un tirage avec remise (on remet la premiere boule obtenue dans I'urne avant de
procéder au second tirage).

(a) Construire un arbre pondéré correspondant a cette situation aléatoire.
Quel est le nom de cette situation?

(b) Déterminer la loi de probabilité de cette expérience aléatoire.

2. On procede a un tirage sans remise (on ne remet pas la premiere boule obtenue dans 'urne
avant de procéder au second tirage).
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(a) Construire un arbre pondéré correspondant a cette situation aléatoire.
Est-ce la méme situation que dans le cas précédent?

(b) Déterminer laloi de probabilité de cette expérience aléatoire.
La loi est-elle identique a celle du cas précédent?

Partie B : Cas ou 'urne contient trois cents boules.
On donnera les résultats arrondis au millieme au besoin.

1. On procede a un tirage avec remise (on remet la premiere boule obtenue dans 'urne avant de
procéder au second tirage).

(a) Construire un arbre pondéré correspondant a cette situation aléatoire.

(b) Déterminer laloi de probabilité de cette expérience aléatoire.

2. On procede a un tirage sans remise (on ne remet pas la premiere boule obtenue dans 'urne
avant de procéder au second tirage).

(a) Construire un arbre pondéré correspondant a cette situation aléatoire.

(b) Déterminer laloi de probabilité de cette expérience aléatoire.
3. Que peut-on dire de ces deuxlois?

ACTIVITE 8.4.
Les données du tableau ci-dessous sont celles de I’année scolaire pour les Premieres générales a
Dupuy de Lome de 2004-2005:

1ES| 1S | 1L | Total
Femmes 76 92 | 50 | 218
Hommes | 43 76 | 13 132

Total 119 | 168 | 63 | 350

Les fiches de tous ces éléves sont rangées dans un carton et on choisit une fiche au hasard parmi les
350.

OnappelleraE, S, L, F et H les évenements respectifs «la fiche est celle d'un éleve de 1 ES », «la fiche
est celle d’'un éleve de 1 S », «la fiche est celle d'un éleve de 1 L », «la fiche est celle d'une femme » et
«la fiche est celle d'un homme ».

1. Déterminer p(E N F) et interpréter le résultat.
2. Déterminer p(F) et interpréter le résultat.

3. Laprobabilité del’événement «la fiche est celle d'un éleve inscrit en section ES, sachant qu’il
est une femme » est dite probabilité conditionnelle de I’événement E sachant F et est notée
pr(E).

(a) Déterminer pr(E).
(b) Comment aurait-on pu obtenir ce résultat a partir des deux précédents?

(c) Compléter le tableau 8.2 page suivante en y indiquant les probabilités conditionnelles
des différentes sections connaissant le sexe.
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TABLE 8.2: Distribution des probabilités conditionnelles connaissant le sexe

E L S Total

F (E)_7_6
PEEI =518

8.3.2 Bilan et compléments
Définition
Définition 8.11 (Probabilité conditionnelle). Soient Q2 un univers, p une probabilité sur cet uni-

vers et A et B deux parties de cet univers, avec A # J.

La probabilité conditionnelle de I'évenement B sachant que I'évenement A est réalisé, notée
pa(B), est définie par :
p(AnB)

B) =
pa(B) (A)

Propriété 8.5 (Formule des probabilités composées). Soient Q) un univers, p une probabilité sur
cet univers et A et B deux parties non vides de cet univers. Alors :

p(ANB) = pp(A) x p(B) = pa(B) x p(A)

Preuve. ps(B) = p(p/a)B) < p(ANB) = pa(B) x p(A) d'une part. pg(A) = p(;zg)B) < p(ANB) = pp(A) x
p(B) d’autre part. &

Avec la situation de l'activité 8.4 on a :

* p(ENF) = pp(E) x p(F) = 515 x 530 = 355

* p(ENF)=pp(F) x p(E) = & x 18 = 16

Formule des probabilités conditionnelles totales

Propriété 8.6 (Formule des probabilités conditionnelles totales). Soient Q) un univers, p une pro-
babilité sur cet univers et B une partie non vide de cet univers et Ay, A, ..., Ay, formant une parti-
tion de Q) (voir la définition 8.5 page 108). Alors :

pB)=p(AinB)+p(A2nNB)+---+ p(AnnB)

On 'admettra.
Avec la situation de 'activité 8.4 :

* E, S, et Lforment une partition de I'univers car EUSU L =Q (a eux trois ils regroupent toutes
les possibilités) et ENS =@, ENL =@ et SN L= (ils sont disjoints).
Alors p(F) = p(ENF)+ p(SNF) + p(LNF) = 15 + 25 + 2 = 28,

e F et H forment eux aussi une partition de I'univers. Alors p(E) = p(FNE)+ p(HNE) = % +
43 _ 119
350 — 350
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Arbre pondéré
Lutilisation de ces formules est souvent facilitée par un ou plusieurs arbres pondérés ot :
* la somme des probabilités affectées aux branches issues d’'un méme nceud est égale a 1.

* lorsqu’une situation est représentée par un arbre pondéré, la probabilité d’'un évenement cor-
respondant a un chemin est égale au produit des probabilités inscrites sur chaque branche de
ce chemin.

Sur la figure 8.1 page suivante sont représentés les deux arbres correspondant a la situation de l'ac-
tivité 8.4.
8.3.3 Indépendance de deux évenements

Définition 8.12. Soit Q un univers, p une probabilité sur cet univers et A et B deux parties de cet
univers alors dire que deux évenements sont indépendants signifie que p(An B) = p(A) x p(B)

Remarques.

* Si Aet B ne sont pas vides, si p(AN B) = p(A) x p(B) alors pg(A) = p(A) et pa(B) = p(B).
Ainsi la probabilité d’obtenir A sachant que B est réalisé est égale a la probabilité d’obtenir A;
intuitivement cela signifie que A ne dépend pas de B.

* Ne pas confondre évenements indépendants et événements incompatibles.

8.4 Exercices

EXERCICE 8.1.
Deux lignes téléphoniques A et B arrivent a un standard.
On note:

* Ej:«laligne A est occupé »; * Ej:«laligne B est occupée ».
Apres étude statistique, on admet les probabilités :

* p(E1)=0,5; * p(E2)=0,6; * p(E1NE2)=0,3.
Calculer la probabilité des évenements suivants :

e F:«laligne A estlibre»;
* G:«uneligne au moins est occupée »;
* H:«une ligne au moins est libre ».

EXERCICE 8.2.
Un dé (a 6 faces) est truqué de la facon suivante : chaque chiffre pair a deux fois plus de chance de
sortir qu'un numeéro impair.

1. Calculer la probabilité d’obtenir un 6.
2. Onlance deux fois le dé.

(a) Calculer la probabilité d’obtenir deux fois un chiffre pair.

(b) Calculer la probabilité d’obtenir deux fois un 6.
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8.4 Exercices Premiére générale : enseignement de spécialité

FIGURE 8.1: Arbre 1 de la situation de départ

E  p(FNE)=p(F)x pr(E) = 55 x 755 = 555
pr(E) E
. S p(FNS)=p(F)x pp(s) = 28 x 2 = 5
. L p(FNL)=pF)xprl) = gég 25108 = %00
<>
E E  p(HNE)=p(H) x py(E) = 35 x {35 = 355
S 132 76 76
S pHNS)=pH) x pu(S) = 355 X 135 = 350
pu(L) L
133 H p(HNL)=p(H)x pg(L) = égg 11332 = %
Enfin: p(E) = p(FNE)+ p(HNE) = 28 4 43 _ 119 p(S)=p(ENS)+ p(HNS) = T2 + s = go0

pL)=p(FNL)+p(HNL) = 355 + 355 = 7e5-

FIGURE 8.2: Arbre 2 de la situation de départ
76

119 76

F l)(]'—“ﬁE‘):p(E‘)><pE(1:“):%><%:m

H p(HNE)=p(E)x pp(H) =13 x &8 = 48

F p(FnS)=p(S)x ps(F) =18 x 22 = %2

H  p(HNS)=p(S) x ps(H) = 38 x & = &

F  p(FNL)=p(L)x pr(F) = 355 x 2 = 5

pL(H)

H p(HNL)=pl)x pr(H) = 350 ég 31530

Enfin: p(F) = p(FNE)+ p(FNS)+ p(FNL) = -5 + 5% 1 %2 218

p(H)=p(HNE)+p(HNS)+p(HNL) =+ 2+ 13 = 132
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EXERCICE 8.3.
Une maladie M affecte les bovins d'un pays. On a mis au point un test pour détecter cette maladie.
On estime que:

* 12 % des bovins ont la maladie M;
* Quand un bovin est malade, le test est positif dans 95 % des cas;
* 98 % des bétes saines ne réagissent pas au test.
On prend un animal de ce troupeau au hasard.
1. Quelle est la probabilité pour un animal d’étre malade et de réagir au test?

2. On prend un animal au hasard et on lui fait passer le test quelle est la probabilité pour que le
test soit positif?

3. On veut déterminer la fiabilité de ce test. Calculer la probabilité:

(a) pour un animal d’étre malade si il réagit au test;

(b) pour un animal d’étre sain si il ne réagit pas au test.

EXERCICE 8.4.

On s'intéresse a une population de 135 000 personnes abonnées a un fournisseur d’acces a Internet.
Il existe deux fournisseurs A et B. Toute personne est abonnée a un seul de ces fournisseurs. On sait
qu'un tiers des personnes de cette population est abonné au fournisseur A. Par ailleurs, 60 % des
personnes abonnées au fournisseur A accedent a Internet par le haut débit, et 51 % des personnes
abonnées au fournisseur B accedent a Internet par le haut débit.

On choisit une personne au hasard dans cette population, et on admet que la probabilité d'un éve-
nement est assimilée a la fréquence correspondante.

On note A I'évenement «la personne choisie est abonnée au fournisseur A », B I'événement «la
personne choisie est abonnée au fournisseur B » et H I'’évéenement « la personne choisie accede a
Internet par le haut débit ».

1. Décrire cette situation aléatoire par un arbre pondéré.

2. Montrer que la probabilité de I'évenement «la personne est abonnée au fournisseur A et ac-
cede a Internet par le haut débit » est égale a 0, 20.

3. Montrer que la probabilité de I’événement H : «la personne accede a Internet par le haut
débit » est égale a 0,54.

4. Calculer py(A), probabilité de A sachant H, puis en donner la valeur décimale arrondie au
centieme.

5. On choisit au hasard trois personnes dans cette population. On admet que le nombre de per-
sonnes est suffisamment grand pour assimiler le choix des trois personnes des tirages succes-
sifs indépendants avec remise. Calculer la probabilité de I’évenement « exactement deux des
personnes choisies accédent a Internet par le haut débit». On en donnera la valeur décimale
arrondie au centieme.
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EXERCICE 8.5.
Une machine produit des piéces, dont certaines sont défectueuses a cause de deux défauts pos-
sibles, le défaut D4 et le défaut Dg, a I’exclusion de tout autre défaut.

1. On a constaté que, parmi les pieces produites par la machine, 28 % ont le défaut Dy, 37 % ont
le défaut Dg, et 10 % ont les deux défauts. On choisit au hasard une des piéces produites par
la machine. Quelle est la probabilité de tomber sur une piece défectueuse?

2. Dans la suite du probléme on s’intéresse aux piéces défectueuses qui n’ont qu'un seul dé-
faut.
On admet que 40 % de ces pieces ont seulement le défaut Da, et que 60 % de ces pieces ont
seulement le défaut Dg. On a constaté que 40 % des piéces qui ont le défaut D4 sont répa-
rables, et que 30 % des pieces qui ont le défaut Dy sont réparables. On choisit une piece au
hasard. On note A I'événement « La piece a le défaut D », B 'évenement « La piéce a le défaut
Dg » et RI’'événement « La piece est réparable ».

(a) Construire un arbre pondéré décrivant la situation
(b) Calculerla probabilité del’événement : « La piéce choisie ale défaut Dy et est réparable ».
(c) Calculer la probabilité de I’évenement : « La piece choisie est réparable ».

(d) Sachant que la piece choisie est réparable, déterminer la probabilité qu’elle ait le défaut
Dy (le résultat sera donné sous la forme d’une fraction irréductible).

(e) A trois moments différents, on choisit au hasard une piece parmi les pieces défectueuses
qui ont un seul défaut. On suppose que ces tirages s’effectuent dans des conditions iden-
tiques et de maniere indépendante.

Calculer la probabilité pour que, sur les 3 pieces choisies, exactement 2 pieces aient le
défaut Dj.

EXERCICE 8.6.

Amateur de sudoku (jeu consistant a compléter une grille de nombres), Pierre s’entraine sur un site
internet.

40 % des grilles de sudoku qui y sont proposées sont de niveau facile, 30 % sont de niveau moyen et
30 % de niveau difficile.

Pierre sait qu’il réussit les grilles de sudoku de niveau facile dans 95 % des cas, les grilles de sudoku
de niveau moyen dans 60 % des cas et les grilles de sudoku de niveau difficile dans 40 % des cas.
Une grille de sudoku lui est proposée de fagon aléatoire.

On considere les évenements F «la grille est de niveau facile », M «la grille est de niveau moyen », D
«la grille est de niveau difficile », R « Pierre réussit la grille » et R son événement contraire.

1. Traduire les données de I'énoncé a I'aide d'un arbre pondéré.

2. (a) Calculerla probabilité que la grille proposée soit difficile et que Pierre la réussisse.
(b) Calculer la probabilité que la grille proposée soit facile et que Pierre ne la réussisse pas.

(c) Montrer que la probabilité que Pierre réussisse la grille proposée est égale a 0,68.

w

. Sachant que Pierre n’a pas réussi la grille proposée, quelle est la probabilité que ce soit une
grille de niveau moyen?

4. Pierre a réussi la grille proposée. Sa petite sceur affirme : « Je pense que ta grille était facile ».
Dans quelle mesure a-t-elle raison ? Justifier la réponse a I'aide d'un calcul.
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EXERCICE 8.7.

Dans un village de vacances, trois stages sont proposés aux adultes et aux enfants. Ils ont lieu dans
la méme plage horaire; leurs themes sont : la magie, le théatre et la photo numérique.

150 personnes dont 90 adultes se sont inscrites a 'un de ces stages. Parmi les 150 personnes ins-
crites, on reléve que :

* la magie a été choisie par la moitié des enfants et 20 % des adultes

e 27 adultes ont opté pour la photo numérique ainsi que 10 % des enfants.

1. Recopier et compléter le tableau suivant :

Magie Théatre Photo numérique Total
Adultes
Enfants
Total 150

On appelle au hasard une personne qui s’est inscrite a un stage. On pourra utiliser les nota-
tions suivantes :

e Al'événement «la personne appelée est un adulte »;

e MI'évenement «la personne appelée a choisi la magie »;

e Tl'évenement «la personne appelée a choisi le théatre »;

e N1'évenement «la personne appelée a choisi la photo numérique ».

2. (a) Quelle est la probabilité que la personne appelée soit un enfant?

(b) Quelle est la probabilité que la personne appelée ait choisi la photo sachant que c’est un
adulte?

(c) Quelle estla probabilité que la personne appelée soit un adulte ayant choisi le théatre
3. Montrer que la probabilité que la personne appelée ait choisi la magie est 0, 32.

4. Le directeur du village désigne une personne ayant choisila magie. Il dit qu’il y a deux chances
sur trois pour que ce soit un enfant. A-t-il raison ? Justifier votre réponse.

5. On choisit, parmi les personnes qui désirent suivre un stage, trois personnes au hasard. On
assimile ce choix a un tirage avec remise.
Quelle est la probabilité qu'une seule personne ait choisi la magie (on donnera une valeur
arrondie au centieme) 2

EXERCICE 8.8.

. Yes 2 ye 1
On suppose que, pour tous les jours de septembre, la probabilité qu’il plfuve est 3.
S'il pleut, la probabilité que Monsieur X arrive a I'’heure a son travail est 3.
§’il ne pleut pas, la probabilité que Monsieur X arrive a I’heure a son travail est %.

1. Représenter par un arbre de probabilité la situation ci-dessus.

2. Quelle est la probabilité qu'un jour de septembre donné, il pleuve et que Monsieur X arrive a
I'heure a son travail ?

3. Montrer que la probabilité qu'un jour de septembre donné, Monsieur X arrive a ’heure a son
travail est 37.

4. Unjour de septembre donné, Monsieur X arrive a ’heure a son travail.
Quelle est la probabilité qu’il ait plu ce jourla?
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EXERCICE 8.9.
Une maladie M affecte les bovins d'un pays. On a mis au point un test pour détecter cette maladie.
On estime que :

* 13,5% des bovins d'un troupeau sont malades et ont réagi au test;
* 1,5% des bovins du troupeau sont malades et n’'ont pas réagi au test;
* 84,8 % des bétes n'ont pas réagi au test.
On prend un animal de ce troupeau au hasard.
1. Calculer la probabilité que le test soit négatif sachant que I'animal n’est pas malade.
2. Calculer la probabilité que I'animal ne soit pas malade sachant que le test est négatif.

EXERCICE 8.10.
Une maladie M affecte les bovins d'un pays. On a mis au point un test pour détecter cette maladie.
On estime que :

* 20 % des bovins d'un troupeau sont malades;
* 20,6 % des bovins du troupeau ont eu un test positif;
* 1% des bovins du troupeau sont malades et n’ont pas réagi au test.
On prend un animal de ce troupeau au hasard.
1. Calculer la probabilité que le test soit négatif sachant que I'animal n’est pas malade.
2. Calculer la probabilité que I'animal ne soit pas malade sachant que le test est négatif.

EXERCICE 8.11 (Trouvé sur le blog Econoclaste).

Une maladie touche une personne sur mille dans la population. Il existe un test pour cette maladie,
qui est valide a 99 %; c’est-a -dire que lorsque vous €tes malade, le test est positif dans 99 % des cas,
et si vous n’étes pas malade, le test est négatif dans 99 % des cas. Il y a 1 % de « faux positifs » et 1 %
de « faux négatifs ».

Une personne fait ce test, et le test est positif. Quelle est la probabilité que cette personne soit ma-
lade?

EXERCICE 8.12.

Une boite de chocolats contient 50 % de chocolats au lait, 30 % de chocolats noirs et 20 % de choco-
lats blancs. Tous les chocolats de la boite sont de méme forme et d’emballage identique.

IIs sont garnis soit de praliné soit de caramel et, parmi les chocolats au lait, 56 % sont garnis de pra-
liné.

On choisit au hasard un chocolat de la boite. On suppose que tous les choix sont équiprobables.
On note:

¢ L:I'évenement «le chocolat choisi est au lait »;

¢ N:l'événement «le chocolat choisi est noir »;

B :I'évenement «le chocolat choisi est blanc »;

A :1'évenement «le chocolat choisi est garni de praliné »;

A :T'évenement «le chocolat choisi est garni de caramel ».
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Tous les résultats seront donnés sous forme décimale.
1. Traduire les données du probleme a I’aide d’un arbre de probabilité.

2. Donner la probabilité que le chocolat choisi soit garni de praliné sachant que c’est un chocolat
au lait.

3. Déterminer la probabilité que le chocolat choisi soit au lait et garni de praliné.

4. Dans la boite, 21 % des chocolats sont noirs et garnis de praliné.

Montrer que la probabilité que le chocolat choisi soit garni de praliné, sachant que c’est un
chocolat noir, est égale a 0,7.

5. Dans la boite, 60 % des chocolats sont garnis de praliné.

(a) Déterminer la probabilité que le chocolat choisi soit blanc et garni de praliné.

(b) En déduire la probabilité que le chocolat choisi soit garni de praliné sachant que c’est
un chocolat blanc.

EXERCICE 8.13.

Partie A

Sur son trajet habituel pour aller travailler, un automobiliste rencontre deux feux tricolores succes-
sifs dont les fonctionnements sont supposés indépendants.

Ces feux sont réglés de telle sorte que la probabilité pour un automobiliste de rencontrer le feu au
vert est % al'orange 1—12 et au rouge %

On note R; I'évenement «le premier feu rencontré est au rouge », V) I'événement « le premier feu
rencontré est au vert» et O; 'évenement «le premier feu rencontré est a I’'orange » et on définit de
méme Ry, Vy, O, pour le deuxieme feu rencontré.

1. Quelle est la probabilité que 'automobiliste rencontre les deux feux au vert?
2. Calculer la probabilité pour qu’au moins I'un des deux feux rencontrés ne soit pas au vert.

Partie B

On regle le deuxiéme feu afin de rendre la circulation des véhicules plus fluide. L'arbre suivant mo-
délise la nouvelle situation dans laquelle les fonctionnements des deux feux ne sont plus indépen-
dants.
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1. Quelle est la probabilité que 'automobiliste rencontre les deux feux au vert?

2. Quelle est la probabilité que le deuxieme feu rencontré par I’automobiliste soit au vert?
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