Mathématiques en Premiere ES

David ROBERT

2007-2008






Sommaire

Progression

1 Second degré

1.1

1.2

1.3

1.4
1.5

ACHIVITES . . . o o o e e e e e e e e e e e e
TrNOME . . . . . e e e e e e e e e e
1.2.1 Définition, forme développée . . . . . . . . . . e
1.22 Formecanonique . . . . . . . . . o i it e e e e e
1.2.3 Racinesetdiscriminant . . . . . . . . . . . . . . . .. e e
1.2.4 Forme factorisée, signed'untrindme . . . . . .. .. ... . e
Fonction trindme . . . . . . . . . . e e e e e
1.3.1 DEfiNition . . . . . . . e e e e e e e e e e e
1.3.2 Sensdevariation . . . . . . . . . . . .. e e e e e
Bilan . . . e
Exercices et problemes . . . . . . . . . L e e e e e
1.5.1 EXEICICES . . v v v v i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
1.5.2 Problemes . . . . . . . . . e e e

Devoir surveillé n°1 : Second degré

2 Généralités sur les fonctions

2.1
2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

ACHVITES . . L o e e
Rappels surlanotiondefonction. . . . . . . . . . . . e e e
2.2.1 Définition, vocabulaire et notations . . . . . . . . . it e e e e e e e e e e
2.2.2 Ensemblededéfinition . . . . . . . . . . . . . e e e e
2.2.3 Courbereprésentative . . . . . . . . i i e e e e e e e e e e e e e e e
Comparaison de fonctions . . . . . . . . . . e e e e e e e e
2.3.1 EFgalitédedeuxfonctions . . . .. ... ... ... i
2.3.2 Comparaisonde deux fonctions . . . . . .. .. .. . . . i e e
Opérations surles fonctions . . . . . . . . . . e e e
2.4.1 Opérations algébriques surlesfonctions . . . .. ... ... ... .. .. ..
2.4.2 FONCHoONS @SSOCIEES . . . . . v v it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
Variations d'une fonction . . . . . .. ...
2.5.1 RaAPPEIS . . . o e e e
2.5.2 Variationsde f+g . . . . . e e
2.5.3 Variationsde f+Kk . . . . . . e e e e e
254 Variationsde kf . . . . . . L e
EXEICICES . . . . o o e e e e

Devoir surveillé n°2 : Généralités sur les fonctions

Devoir maison n°1 : Pourcentages

3 Pourcentages

3.1

3.2
3.3
3.4

Introduction . . . . . . . L e e e e e
3.1.1 Qu'est-Ce qUUN POUICENTAZE? . . . . ¢ v v v v e et e et et e e e e e e e e e e e e
3.1.2 Taux etpourCentage . . . . . . . o v v vt v it e e e e e e e e e e e e e e e e e e
Techniquesdebase . . . . . . . . e e e e e e
Changementd’ensemblederéférence . . . . . . . . . .. . .. .
Pourcentage d’évolution . . . . . . . . . . L e e e
341 ACtiVIté . . . . e

N NN 00O R A WW e

©

11
11
13
13
13
13
13
14
14
14
14
15
15
15
15
15
15
16

23

25



SOMMAIRE

Premiere ES -2 007-2 008

3.4.2 Quelquespropriétés . ... ... ... .. ... ... ..
343 EXEICIiCeS . . . . v v v i i i i e e e e e e
35 Indices . . ... e e e

Devoir surveillé n°3 : Pourcentages

4 Systemes d’équations et d'inéquations

4.1 ACHiVItES . . . . e e e e e
4.2 Bilanetcompléments . ... ... ... ... ... e
4.3 EXEICICeS . . . v v v it it e e e e e e e e e e e e e

Devoir surveillé n°4 : Pourcentages — Indices — Systemes

5 Nombre dérivé

51 ACHVILES . . . . . . o e
52 Nombredérivé . ......... ... ... . ... . o
5.3 Interprétation graphique du nombre dérivé . ... ... ... ......
5.4 Approximation affine d'une fonction . ......... .. ... .. ...
55 Exercices . . ... ... ... e

Devoir surveillé n°5 : Systéemes - Nombre dérivé

6 Fonction dérivée

6.1 ACtiVItés . . . . . . . e e
6.2 Fonctiondérivée . ... ... ... ... . . ...
6.3 Fonctions dérivées des fonctionsusuelles. . . . . ... ... .......
6.4 Opérations sur les fonctions dérivées . . ... ... ... .........

6.5 Dérivée des fonctions de la forme f(x) = g(mx+ p)

Devoir surveillé n°6 : Fonction dérivée

iv

6.6 Variationsd'unefonction . .............. ... .........
6.7 Extremumlocal . ... ... ... ... ...
6.8 Exercicesetproblemes . ... ... ... ... ... ... .. ... ...
6.8.1 EXErciCes . . . . . . . . . . i i e e e e e e e
6.8.2 Problemes . . . ... .. ... ... e

35

37

..................... 37
..................... 41
..................... 42

45

47

..................... 47
..................... 48
..................... 48
..................... 49
..................... 50

53

http:/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

Progression

| Mois | Sem | Intitulé du chapitre

Sept 1 Second degré (3 sem)

2

3

4 Généralités sur les fonctions (3 sem)
Oct 5

6

7 Pourcentages (3,5 sem)

8

Vacances d’automne du sam 27 oct au jeu 8 nov

Nov | 9(3))

10

11 Systemes (2 sem)

12
Déc 13 Nombre dérivé (3 sem)

14

15

Vacances de Noél du sam 22 déc au lun 7 jan
Jan 16 Quartiles - Ecart-type (3 sem)

17

18

19 Généralités sur les suites (3 sem)
Fév 20

21

Vacances d’hiver du sam 16 fév au lun 3 mar
Mars 22 Fonction dérivée (3 sem)

23

24

25 Probabilités (3 sem)
Avr 26

27

Vacances de printemps du sam 12 avr au lun 28 avr

Mai 28 Suites arithmétiques et géométriques (3 sem)

29

30

31 Comportement asymptotique (3 sem)

32

[ Juin | 33 |







Chapitre 1

Second degré
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1.1 Activités

Activité 1.1. 1. Soit f la fonction carré. Dresser le tableau de variation de f et déterminer son minimum et les solu-
tions de I'équation f(x) = 0.
2. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x +3)2.
(a) Soit a et b deux réels tels que —3 < a < b. Compléter :

<= a+3 < b+3
(@+3)> ... (b+3)* car.........
Donc fest............ (0] SN
(b) En procédant de la méme maniere, déterminer le sens de variation de f sur I'intervalle ] —oo; —3].
(c) Dresser le tableau de variation de f puis en déduire le minimum de la fonction et les solutions de I'équation
fo=o0.
3. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer ses variations et dresser son tableau de variation, déterminer
son extremum et les éventuelles solutions de I'équation f(x) =0.

o fl0)=(x-1)? o f)=(x-0,5%+2
o fX)=(x+2)2%-1 o f(X)=3—(x+1)?
Activité 1.2. 1. Soit f et g les fonctions définies sur R par f(x) = X2 +6x+5et gx)=(x+ 3)2—4.
(a) Montrer que pour tout réel x, f(x) = g(x).
(b) En déduire le tableau des variations de f et son extremum.
(c) En déduire les éventuelles solutions de I’équation f(x) =0 et le signe de f selon les valeurs de x.
2. Mémes questions avec les fonctions f et g suivantes :

2
. f(x)=2x2—x—1etg(x)=2(x_i) _2

o fX)=—x*+2x-4detg(x)=—(x-1>-3

1 2
o flx)=4x’+4x+letg(x)=4 x+5)

Activité 1.3 (Cas général).

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ax®+ bx + c ol a, b et c sont des réels. On appellera cette forme, la forme
développée.

Les activités précédentes ont montré que lorsqu’on pouvait obtenir f(x) sous la forme f(x) = a(x+ f)*> +y ol a, B et
Y sont des réels, alors on pouvait en déduire les variations de f, son extremum, les solutions éventuelles de I'équation
f(x) =0 etle signe de f(x) selon les valeurs de x. On appelera cette forme, la forme canonique.

On cherche dans cette activité a obtenir les valeurs de a, 8 et y dans le cas général.

3



1.2 Trinéme Premiére ES - 2007-2 008

1. En développant la forme canonique, montrer que «, 2. En déduire que :
B ety sont les solutions du systéeme :
a=a
a=a b=y
b=2ap b* —4ac
c=af’+y Y=""3a

1.2 TrinOme

1.2.1 Définition, forme développée

Définition 1.1. On appelle trindme toute expression qui peut s'écrire sous la forme ax? + bx + c o1 a, b et c sont des
réels et a # 0. Cette forme s’appelle la forme développée du trindme.

1.2.2 Forme canonique

Théoreme 1.1. Tout trindme ax? + bx+ c peut s'écrire sous la forme a(x+ B)> +y ot a, B ety sont des réels. Cette forme
S'appelle la forme canonique du trinéme.

Preuve. Lactivité 1.3 amontré que a =a, f= 5~ ety = —>%

Remarque. Pour alléger les écritures, et parce que cette quantité aura un réle important plus tard, on notera :
A= b?-4ac.

La forme canonique devient alors :

2 b\ A 2
ax*+bx+c=alx+—| —— avec A = b* —4ac
2a 4a

1.2.3 Racines et discriminant

Définitions 1.2. Soit un trinéme ax? + bx + c. On appelle :
« racine du trindme tout réel solution de I'équation ax’+bx+c=0;
o discriminant du trindme, noté A, le nombre A = b? — 4ac.

Propriété 1.2. Soit ax® + bx + ¢ un trinéme et A = b* — 4ac son discrimant.
e SiA <0, alors le trinome wa pas de racine.

. . b
o SiA =0, alors le trindme a une unique racine : xo = — %2
a
e SiA >0, alors le trinome a deux racines : x; = = 2+ a\/Z et x, = %
Remarques. « Le signe de A permet discriminer les équations de type ax? + bx + ¢ = 0 qui ont zéro, une ou deux

solutions, c’est la raison pour laquelle on I'appelle le discriminant®.
« Si A =01lesformules permettant d’obtenir x; et x, donnent x; = xg et x, = Xy ; pour cette raison, on appelle parfois
X la racine double du trindme.

A

_Eza

T i1a? 2a) T 4a?

2 2 2
Preuve. Onavuqueax2+bx+c=a(x+%) (x+£) A )donc (é"):ax2+bx+c:0©(x+ b) A =0

o Si —ﬁ > 0 alors ax? + bx + ¢ est égal a la somme de deux quantités positives (la seconde strictement) donc

ax2+bx+c>Oet(éa)n’apasdesolution.Or—ﬁ>0©ﬁ<0@A<0.
2 2
LA 2 _ b 2 _ b\ _ b _ _ b
. Sl—m—Oalorsax +bx+c—a(x+z) donc ax +bx+c_0c>(x+z) =00 x+5. =0 x=—5..(8) aune

unique solution. Or —ﬁ =0 A=0.

. Si—ﬁ<0alors ax?+ bx + c est de la forme a(A% — B%) donc:
2
ax2+bx+c=0©(A2—B2)=0©(x+%) —ﬁ=0©(x+%+ ﬁ)(;ﬁ%—,/ﬁ)
donc deux solutions :

IDiscriminer. v. 1. Faire la discrimination, c’est-a-dire I'action de distinguer I'un de I'autre deux objets, ici des équations

4 http:/lperpendiculaires.free.fr/
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l x=—-b _ /A& _ b VA __b_ VA

. 2a 4a2 = 2a 4a2 ~  2a  2lal’
Donc,sia>0,x—_b ‘Fet sia<0, x= b;a‘/g.

b fA __ b VA __b VA

2. x= 2a+ 4a2 ~ 2a+ 42 2a  2lal’
Donc,sia>0, x = b+‘f et,sia<0, x _bz_a‘ﬁ

h+f -b—VA

2a

Donc, dans tous les cas, & a deux solutions qui sont x; = et xp = .Or - ﬁ <0& ﬁ >0 A>0.

1.2.4 Forme factorisée, signe d’'un trindme

Propriété 1.3. Soit ax® + bx + ¢ un trinéme.

o Sile trindme a deux racines x; et x, alors ax®+ bx + ¢ = a(x — x1) (x — x2).

o Sile trinome a une racine xy alors ax® + bx + ¢ = a(x — xp) (x — Xg) = a(x — xg)>.
o Sile trinome wa pas de racine, il n'a pas de forme factorisée.

Cette écriture, lorsqu'elle existe, est appelée forme factorisée du trinome.

Preuve. On a obtenu les formes factorisées dans la démonstration précédente. &

Propriété 1.4. Soit ax® + bx + ¢ un trinome.
« Sile trinome n'a pas de racine, ax® + bx + c est strictement du signe de a pour tout x.
« Sile trinome a une racine, ax? + bx + c est strictement du signe de a pour tout x # — % et sannule en — %.
o Sile trindme a deux racines x, et xp, ax® + bx + c est:
- strictement du signe de a quand x €] — oo; x1 [U] x2; +00[ ;
- Strictement du signe opposé de a quand x €]x1; X[ ;
- Sannule en x; et en x,.

On peut aussi énoncer cette propriété de la facon synthétique suivante :

Propriété 1.5. Un trinome ax® + bx + ¢ est du signe de a sauf entre les racines, si elles existent.

2
A
Preuve. Onavu que ax2+bx+c:a((x+—) ——)
2a 4a?

2

e Dans le cas ot A <0, (x+ %) - ﬁ est la somme de deux quantités positives, la seconde strictement, donc le
signe de ax? + bx + c est strictement celui de a.

e Danslecasoll A =0, ax®+bx+c= (x+ ) donc le signe de ax? + bx + c est celui de a. Plus précisement : il

ne s'annule qu'en xp = — % et est sinon strictement du signe de a.
« Danslecas ol A >0, ax?+bx+c=a(x—x;)(x—x,) ol x1 et x» sont les racines. En supposant que xj < X2 (sinon
il suffit d’inverser les racines), le tableau de signe ci-desous donne le résultat.

X —00 X1 X2 +00
(x—x1) - 0 + +
(x—x2) - — 0 +
(x—x1)(x—x2) + 0 - 0 +
ax*+bx+c=alx—x)(x—x) signedea 0 signede—a 0 signedea

1.3 Fonction trindme

1.3.1 Définition

Définition 1.3. On appelle fonction trinome une fonction f, définie sur R, qui a x associe f(x) = ax?+bx+cotta#0.

David ROBERT 5
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1.3.2 Sens de variation

Propriété 1.6. Soit f(x) = ax® + bx + ¢ une fonction trinome. Alors f a les variations résumées dans les tableaux ci-

dessous :

e Sia>0:

e Sia<O0:
b b
X —00 = +00 X —00 == +00
2a 2a
+00 +oo A
f S - “4a
_A f - S
4a —00 —00

Preuve. La preuve sera admise dans le cas général méme si elle est du méme type que les cas particuliers déja vus dans

les activités.

1.4 Bilan

Un bilan des principales propriétés vous est proposé sous forme de tableau de la présente page.

TAB. 1.1 - Bilan du second degré

A=b?—4ac
A<O A=0 A>0
2, on q 2, 0 ax2+bx+c=0a(\i/gux
ax®+bx+c=0n"apasde ax“+bx+c=0aune . _ —-b-VA
i R solutions x; = =5_*= et
solution dans R solution : xg = — 54 _bivA
X2 = 2a

ax?+ bx+cn'apas deracine

ax®+ bx + c aune racine
double

ax®+ bx + c a deux racines

Aucune factorisation

ax® +bx+c=alx—xp)?

ax’+bx+c=alx—x)(x—x2)

y
y y
_b
X1 2a| X2
0 x
Sia>0 ! I
| |
0 X
_b 0 b X
2a Xo=——
2a
ax’+bx+c=0sur
ax’*+bx+c>0surR ax’*+bx+c=0surR ] —00; x1] U [x2; +00(
et ax?+bx + ¢ <0 sur [x1; x2]
y __b y y
b 0 ka
2a O X
ol L = /N
X1 | X2
O|»b X
Sia<0 2a

ax’+bx+c<0surR

ax’+bx+c<0surR

ax®+bx+c=<0sur
] —00; x1] U [x2; +o0]
et ax®+bx+c=0sur [x1; x2]

http:/lperpendiculaires.free.fr/
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1.5 Exercices et problemes

1.5 Exercices et problemes

1.5.1 Exercices

Exercice 1.1.

Résoudre dans R les équations suivantes :
. x2=9;
. x2 = —3,

. (x-52%=3;

Exercice 1.2.

Résoudre dans R les équations suivantes :
e 4x>—x-3=0;
e (t+1)2+3=0;

Exercice 1.3.
Résoudre les équations suivantes :

oxzzé .x2:

Exercice 1.4.
Résoudre I'équation 2004x* + x> — 2005 = 0.

Exercice 1.5.
On note P(x) = —-2x%2 +7x—5.

1. Résoudre P(x) =0.

Exercice 1.6.
Résoudre les équations suivantes :
2x-5 x-1

x-1 x+1

Exercice 1.7.

Résoudre les inéquations suivantes :
o« 2x°+7x-5<0;
o —x*+9x+222>0;

Exercice 1.8.

o« 5x—4)°%-(3x+7?%=0;

2. Factoriser P(x).

e Bx+5)2=(x+1)?2;
o 2x—-1)2%+x(1-2x)=4x>-1.

o« 22x+1)2-(2x+1)-6=0;
o x2+10°%x+25x10% =0.

e 6x*—5x2+1=0.

3. Résoudre P(x) <0.

3x2+x+1

o« ——— > 0.
x2-3x-10

Soit f la fonction polyndome définie sur R par f(x) = —x> —3x? + 13x + 15.

1. Montrer que x = —1 est racine de ce polynome.

2. Déterminer trois réels a, b et c tels que f(x) = (x+1) (ax®+bx+c).

3. (a) Terminer la factorisation de f(x).

(b) Résolvez I'inéquation f(x) > 0.

1.5.2 Problemes

Probleme 1.1.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —3x?+2x+1. On note € la courbe représentative de f dans un repére (O; 7, 7).

1. Précisez la nature de la courbe ¥ et les coordonnées de son sommet S.

2. Montrer que la courbe %6 coupe I'axe des abscisses en deux points A et B dont on précisera les coordonnées.

3. Pour quelles valeurs de x la courbe %€ est-elle situé au dessus de I’axe des abscisses ?

Probléme 1.2.
Une entreprise produit de la farine de blé.

On note g le nombre de tonnes de farine fabriquée avec 0 < g < 80.
On appelle C(g) le cott total de fabrication, R(qg) la recette obtenue par la vente et B(qg) le bénéfice obtenu par la vente

de g tonnes de farine.

1. Sachant que chaque tonne est vendue 120 €, exprimer R(g) en fonction de q.

2. Sachant que C(q) =2g° +10qg +900 :

(a) déterminer la quantité de farine a produire pour que la production soit rentable;

(b) la production correspondant au bénéfice maximal et le montant de ce bénéfice.

David ROBERT



1.5 Exercices et problemes Premiere ES—2007-2 008

Probleme 1.3.
Le gérant d'une salle de cinéma de 300 places constate que le nombre x de spectateurs a une séance est une fonction
affine du prix p du billet. Plus précisement on a: x =300 —12p.

1. Entre quelles valeurs peut varier le prix du billet ?

2. Sachant que les charges fixes pour chaque séance s’élevent a 1848 €, montrer que le bénéfice b(p) de chaque
séance est égal a b(p) = —12p? +300p — 1848.

3. En déduire pour quelles valeurs de p le séance est rentable.

4. Déterminer le prix du billet pour que le bénéfice soit maximum. Quel est alors le nombre de spectateurs et le
bénéfice réalisé ?

Probleme 1.4.

Une mutuelle complémentaire propose a ses adhérents le mode de remboursement suivant : lorsque la sécurité sociale
aremboursé t% des frais de maladie, la mutuelle rembourse a I'adhérent t% de ce qui reste a sa charge .

Madame Martin, sur 'une de ses feuilles de remboursement de frais, constate que le taux global de remboursement de
ses frais est 87.75%. Quel est le taux de remboursement de la sécurité sociale ?

Probléeme 1.5.

Une société de livres par correspondance a actuellement 10000 abonnés qui paient hacun 50 € par an. Une étude a
montré qu'une augmentation (respectivement une diminution) de 1 € du prix de 'abonnement annuel, entraine une
diminution (respectivement une augmentation) de 100 abonnés.

On se propose de trouver comment modifier le prix de 'abonnement annuel pour obtenir le maximum de recette.

n désigne la variation du prix de 'abonnement annuel en euros (7 est un entier relatif).

1. Exprimer en fonction de n le prix de 'abonement annuel, et le nombre d’abonnés correspondant.
2. Exprimer en fonction de 7 la recette annuelle de cette socité, notée R(n).

3. Déterminer la valeur de n pour laquelle R(n) est maximum.
Quel est alors le montant de 'abonnement annuel, le nombre d’abonnés et la recette totale correspondante ?

Probleme 1.6.
Trouver deux nombres dont la somme est égale a 57 et le produit égal a 540.

Probleme 1.7.

Une zone de baignade rectangulaire est délimitée par une
corde (agrémentée de bouées) de longueur 50 m. Quelles zone de baignade
doivent étre les dimensions de la zone pour que la surface
soit maximale ?

plage
Probleme 1.8.
Quelle largeur doit-on donner a la croix pour que son aire
soit égale a I'aire restante du drapeau ? é I X
o
4cm

8 http:/lperpendiculaires.free.fr/
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Devoir surveillé n°1

Second degré

EXERCICE 1 3 points
On donne ci-dessous les représentations graphiques de trois fonctions du second degré f définies sur R par : f(x) =
ax®+bx+c.

Dans chacun des cas, indiquer le signe de a, le nombre de racines et si le discriminant A du trindme est strictement
positif, strictement négatif ou nul.

Cas 1 Cas2 Cas 3
y y y
J
7 X
J
Ol 7 X
J
O|73 X
EXERCICE 2 5 points
Résoudre dans R les équations suivantes :
o X2—Tx=7x*+2 e X*+2x-2=0 e (x—3)(x+2)=5x-16
EXERCICE 3 5 points
x> —5x+6

On cherche a résoudre dans R l'inéquation : ———— =<
—Xx“+3x+4

1. Etudier le signe de x> — 5x + 6 selon les valeurs de x.
2. Etudier le signe de —x? + 3x + 4 selon les valeurs de x.
x*—5x+6

3. ATl'aide d’'un tableau de signe, étudier le signe de

— selon les valeurs de x et conclure.
x“+3x+4

EXERCICE 4 7 points

On s’intéresse a la production mensuelle d’'une certaine catégories d’articles par une entreprise E. On sait que le
nombre d’articles produits par mois est compris entre 0 et 500. On suppose que le coft total, exprimé en milliers
d’euros, peut étre modélisé par la fonction Ct définie sur I'intervalle [0; 5] par

Cr(x)=0,75x>+3x+4

ol x représente le nombre de centaines d’articles fabriqués.
1. Déterminer le cofit total de production, en milliers d’euros, pour une production mensuelle de :

« 100 articles; « 300 articles; « 500 articles.

2. Déterminer s’il existe x tel que le coit total soit nul.
3. Déterminer le montant des charges fixes.

4. Chaque centaine d’articles est vendue 7 000 €. La recette totale pour x centaines d’articles est donnée, en admet-
tant que toute la production soit vendue, par Rt (x) = 7x en milliers d’euros.
Déterminer :

(a) l'intervalle dans lequel doit se situer la production x (a un article pres) pour que la production de I'entreprise
E soit rentable;

(b) expliquer pourquoi il existe un xy pour lequel le bénéfice est maximal ;

(c) déterminer combien valent x et le bénéfice maximal.
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2.1 Activités

Activité 2.1 (Fonctions de référence (rappels)).

Compléter le tableau 2.1, page suivante, sur le modele de la deuxieme ligne.

Activité 2.2 (La fonction racine).

On appelle fonction racinela fonction qui a un réel x associe, s'il existe, le réel positif noté /x tel que (y/x)? = x.
1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction racine.
2. Montrer que si0 < a < b alors v/a < Vb. Que peut-on en déduire ?

3. Tracer la courbe représentative de la fonction racine.

Activité 2.3 (Sommes de fonctions). 1. (a) Surle graphique 2.1 de la présente page, tracer la courbe représentant la
fonction f, somme des deux fonctions déja représentées.

(b) Donner, par lecture graphique, les variations de la fonction f.

(c) Ya-t-il un lien entre les variations des deux fonctions représentées et celles de f?

FIG. 2.1 — Graphique de I'activité 2.3

y
6+
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Fonction

TAB. 2.1 — Fonctions de référence - Tableau de 'activité 2.1

Définie sur Variations Allure de la courbe représentative
+y
Affine L
fo= ———+ ——
o7 X
Dy = |
Carré
fx)=x * T 0 oo
fx)=x* \
Dy=R 0
| | | |
I I I \x
Cube .
o= S
Oz X
D= |
+y
Inverse .
f= ———+ ——
Oz X
Dy = |
+y
Valeur absolue -
fo= ———+ ——
O|7 X
Dy =

12
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2. (a) Alaide d’'une calculatrice graphique ou d’un grapheur tracer les courbes représentatives des fonctions f
et g (définies sur R) ci-dessous puis de la fonction i, somme de ces deux fonctions et relever par lecture
graphique les sens de variation de chacune de ces fonctions :

o f(x)=2x+3etg(x)=x-4; o f(x)=-3x+2etg(x)=x-4;
o f(x)=—2x+4etg(x)=x+1; e f(x)=—x+4etg(x)=-2x+3.
o f(x)=—2x+1letg(x)=2x—-4;
(b) Méme question avec les fonctions f et g suivantes et la fonction 7, somme de ces deux fonctions :
. f(x):xz—letg(x)=x+1; . f(x):—x3etg(x)=—x+2;

1 1
. pourx#O,f(x)zxetg(x)z;; . pourx;é—2,f(x)=2x+letg(x)=2—m.

(c) Conjecturer le lien qu'il existe entre les variations de f et g et celles de h puis le prouver.
Activité 2.4 (Fonctions associées).
Soit f, g, h, k, I les fonctions définies par :
e f(x)=+xpourxeR* e k(x)=—-v/xpour xeR*
o g(x) =3+ /xpour x e R* e I(x)=4y/xpour xeR"
e h(x)=vVx+4pour x € [-4; +oo[
1. ATaide d'une calculatrice graphique ou d’un grapheur, tracer la courbe représentative de f puis celle de g.

2. Décrire la transformation permettant de passer de la courbe de f a celle de g en précisant ses caractéristiques si
cette transformation est une transformation usuelle (symétrie, etc.).

3. Mémes questions en remplacant g par chacune des autres fonctions.

2.2 Rappels sur la notion de fonction

Les définitions et propriétés suivantes ont été vues en Seconde aussi les propriétés ne seront pas démontrées.

2.2.1 Définition, vocabulaire et notations

Définition 2.1. Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalles de R.
Définir une fonction f sur un ensemble D, c’est associer, a chaque réel x € D, au plus un réel noté f(x).
On dit que f(x) est]'image de x par f et que x est un antécédent de f(x).

On note :
f: D — R
X — f(x)

et on lit « f, la fonction de D dans R qui a x associe f(x) ».

Remarque. f désigne lafonction, f(x) désigne le réel qui est 'image de x par f.

2.2.2 Ensemble de définition

Définition 2.2. L'ensemble des réels possédant une image par une fonction est appelé ensemble de définition de la
fonction. On le note en général Dy.

On le détermine par le calcul. A notre niveau les seuls problémes de définition portent sur les fonctions comportant
la variable x au dénominateur ou sous une racine.

2.2.3 Courbe représentative

Définition 2.3. Dans un repere, 'ensemble des points M de coordonnées (x; f(x)) ou x décrit D r est appelé courbe
représentative (ou représentation graphique) de la fonction f. On la note en général 6.
On dit que la courbe € a pour équation y = f(x).

On veillera a ne pas confondre la fonction et sa représentation graphique.

2.3 Comparaison de fonctions

Comparer deux fonctions f et g c’est déterminer si f(x) = g(x) pour tout x et, sinon, sur quel(s) intervalle(s) on a
fx) > gx) et f(x) < g(x).
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2.3.1 Egalité de deux fonctions

Définition 2.4. Soit f et g deux fonctions. On dit que f et g sont égales si:

« f et gontméme ensemble de définition D; e pour tout x € D, f(x) = g(x).
On note alors f = g.

2.3.2 Comparaison de deux fonctions
Cas général

Définition 2.5. Soit D une partie de R et f et g deux fonctions définies au moins sur D. On dit que f est inférieure a
g sur D lorsque f(x) < g(x) pour tout x € D.
Onnote f < g sur D.

Remarque. On dit parfois que f est majorée par g sur D ou que g est minorée par f sur D.

Les conséquences graphiques sont les suivantes :

Propriété 2.1. Soient f et g deux fonctions définies au moins sur D, € et € leurs courbes respectives. Alors si f < g
sur D, €r est au-dessous de €.

Preuve. Immaédiat. &

Cas particulier - Fonction majorée, minorée, bornée

Dans les cas o1 'une des deux fonctions est constante (ici g(x) = m)ona:

Définition 2.6. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que :

 f est minorée sur I s’il existe un réel m tel que, pour tout x € I, f(x) = m. m est un minorant de f sur I;
« f est majorée sur I s'il existe un réel M tel que, pour tout x € I, f(x) < M. M est un majorant de f sur I;
 f est bornée sur I si elle est majorée et minorée sur I.

La représentation graphique de f est alors:

« au-dessus de la droite d’équation y = m si elle est minorée par m;
« au-dessous de la droite d’équation y = M si elle est majorée par M ;
« dans une bande horizontale délimitée par les droites d’équation y = m et y = M si elle est bornée par m et M.

2.4 Opérations sur les fonctions

2.4.1 Opérations algébriques sur les fonctions

De la méme maniére qu'on peut ajouter, multiplier, diviser, etc. des nombres, on peut ajouter, multiplier, diviser,
etc. des fonctions.

Définition 2.7. Soit f et g deux fonctions définies au moins sur D et k un réel. Le tableau suivant regroupe les
opérations sur les fonctions f et g:
Opération Notation Définition Définie pour
Somme de la fonction f et du réel k f+k (f+h@=fx)+k <€D
Produit de la fonction f et duréel k kf (kf)(x) =kf(x) !
Somme des fonctions f et g f+g (f+8)x) = f(x)+gk)
Différence des fonctions f et g f—8 (f—8)x) = fx)-gx) x€DyrnDg
Produit des fonctions f et g fg (fg)(x) = f(x) x gx)
: . f (f ) fx)
uotient des fonctions f et = =|(x)= — xeDrnDgetg(x)#0
Q fetg 5 % =L FIDg G
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2.4.2 Fonctions associées

Définition 2.8. Soit f une fonction définie sur D et k un réel.
On appelle fonctions associées a f les fonctions: x— f(x)+k x— f(x+k) x— kf(x)

Remarque. Ces fonctions ne sont en général pas définies sur le méme ensemble de définition que f.

Propriété 2.2. Soit f une fonction définie sur D et k un réel.

o Lacourbe de f + k s'obtient a partir de celle de f par une translation de vecteur ti(0; k)

o La courbe de x — f(x+ k) s'obtient a partir de celle de f par une translation de vecteur ii(—k;0)

o Dans un repere orthogonal, la courbe de — f s'obtient a partir de celle de f par la symétrie par rapport a l'axe des
abscisses

On l’admettra.

2.5 Variations d’'une fonction

2.5.1 Rappels

Définition 2.9. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que

« f est croissante sur I si pour tousréels aetbde Iona:sia<b, alors f(a) < f(b);

« f est décroissante sur I sipour tousréelsaet bde I ona:sia<b,alors f(a) = f(b);
« f est monotone sur I si f ne change pas de sens de variation sur I.

Remarque. On obtient les définitions de strictement croissante ou décroissante en remplacant les inégalités larges par
des inégalités strictes.

2.5.2 Variationsde f+ g

Propriété 2.3. Soit deux fonctions f et g définies au moins sur un ensemble D.
o Si f et g sont deux fonctions croissantes sur D, alors la fonction f + g est croissante sur D.
« Si f et g sont deux fonctions décroissantes sur D, alors la fonction f + g est décroissante sur D.

Preuve. Voir I'’exercice 2.5 &

2.5.3 Variationsde f +k

Propriété 2.4. Soit f une fonction définie et monotone sur un intervalle I et k un réel. Les fonctions f et f + k ont
méme sens de variation sur I.

Preuve. Si f est croissante et a < b, alors f(a) < f(b). Donc f(a)+ k < f(b) + k donc f + k est aussi croissante.
On démontre de la méme manieére si f est décroissante. O

Exemple 2.1. La fonction f: x — x? +2 a les mémes variations que la fonction carrée.

2.5.4 Variationsde kf

Propriété 2.5. Soit f une fonction définie et monotone sur D.
o Sik >0 alors les fonctions f et kf ont le méme sens de variation sur D.
o Sik <0 alors les fonctions f et kf ont des sens de variation opposés sur D.

Preuve. Voir |'exercice 2.6 &
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2.6 Exercices

Exercice 2.1.
Soient f et g les fonctions définies sur R par : f(x) = —x3 +4x et g(x) = —x* +4.
On a tracé sur le graphique 2.2 de la présente page les courbes représentatives de f et de g.

FI1G. 2.2 — Graphique de I'exercice 2.1
y

~{
p—
[

1. Associer chaque courbe a la fonction qu’elle représente. Justifier succintement.
2. Déterminer graphiquement puis par le calcul les solutions des équations :

e f(x)=0; e g(x)=0;

3. (a) Résoudre graphiquement: f(x) < g(x).
(b) En factorisant d’abord f résoudre par le calcul f(x) < g(x).
Exercice 2.2.
Soit f et g définies sur R par f(x) = x et g(x) = x%.
1. Etudierle signede f(x)—g(x)=x— x2.
2. En déduire I'intervalle sur lequelona f < g.

Exercice 2.3.

Soient f et g définies sur R par: f(x) = etg(x) =

1+ x4 1+ x2
1. Calculer f(x)— g(x) (réduire au méme dénominateur).

2. En déduire I'intervalle sur lequelona f < g.

Exercice 2.4.
Soit f définie sur R par f(x) = x(1 —x).
En étudiant le signe de i — f(x), montrer que f est majorée sur R par %‘.

Exercice 2.5 (Preuve de la propriété 2.3). 1. Montrer que si a et b sont deux nombres de D tels que a < b et que f et

g sont croissantes sur D, alors (f + g)(a) < (f + g)(b). Conclure.
2. Mémes questions lorsque f et g sont décroissantes sur D.

Exercice 2.6 (Preuve de la propriété 2.5).

Montrer que :
« siaetbsont deux nombres de D tels que a < b
« si f croissante sur D
e etsik<0

alors kf(a) = kf(b).

Conclure.

16
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Exercice 2.7. 1. Donner une décomposition de la fonction f définie par f(x) = (x —3)? +2 qui permette d’en déduire
son sens de variation sur I'intervalle ] — oo; 3] et décrire simplement comment obtenir la courbe représentative de
[ apartir de celle d'une fonction de référence.

2. Mémes questions pour les fonctions suivantes :
2 2 1
. xX)=——; -f(x)=3—(x+1) H . x)=1-—;
f@ x—1 f@ x=2

1
e fO)=(x+13-1; c SR =3+ e f(0)=-3Vx+1.

Exercice 2.8.
On a représenté sur la figure 2.3 de la présente page la courbe d'une fonction f définie sur R. Y tracer les courbes des
fonctions suivantes :

e u=f+2; e v==-2f; o w(x)=f(x+3); o z=1Ifl.

FIG. 2.3 — Graphique de I'exercice 2.8
y

SA%

-6 -5 -4
-4+
54+
A+
Exercice 2.9.
Soient f et g les fonctions définies par :
F) 2x+1 ) 2x-9
. X) = N . X)) = ——.
X & x—4
1. Quels sont leurs ensembles de définition ?
2. Déterminer les réels a, b, c et d tels que, pour tout réel x :
f(x)—a+b' (x)=c+ d
Ty g =Ty
3. En déduire les tableaux de variations de ces deux fonctions.
4. (a) Vérifier que, pour toutréel ¢: f(2+1) = g(2—1).

(b) Que peut-on en déduire pour leurs représentations graphiques ?

Exercice 2.10.
) i o 2x%—5x+1 ) )
Soit f la fonction définie sur R\{3} par: f(x) = ——3 On appelle € sa courbe représentative.
X —

1. Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout réel x, f(x) = ax+ b+ Lg
x f—
2. Soit 2 la droite représentative de la fonction g définie sur R par g(x) =2x+ 1. On pose d(x) = f(x) — g(x).
(a) Etudier le signe de d(x) selon les valeurs de x.

(b) En déduire la position de € par ropport a 2.
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Exercice 2.11.

x%+1
x2-1"

1. Déterminer son ensemble de définition.

Soit g la fonction définie par g(x) =

2. Ftudier le signe de g(x) selon les valeurs de x.

3. Déterminer la position de la courbe de g par rapport a la droite d’équation y = 1 selon les valeurs de x.

-4
Exercice 2.12. 1. On considére la fonction g définie par: g(x) = PEE
X

A partir du tableau de variations de la fonction inverse, déduire, en justifiant, le tableau de variations de g et son
ensemble de définition.

X% +2x-3

2. On consideére la fonction f définie sur ] —oo; —1[U] — 1; +oo[ par: f(x) = P

c
Déterminer les réels a, b et c tels que f(x) =ax+b+ 1
X

3. Alaide des questions précédentes, déterminer les variations de la fonction f.

4. On appelle € la représentation graphique de f dans un repere (O; 7, J).
(a) Déterminer les coordonnées des points d’'intersection de € avec chacun des axes du repere.
(b) Placer les points trouvés aux questions précédentes dans un repere et tracer soigneusement 6.

Exercice 2.13.

2
—-X“+5x—-4
Soit f la fonction définie sur R\{2} par: f(x) = ——2 On appelle € sa courbe représentative.
c
1. (a) Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout réel x, f(x) =ax+b+ —.

x—2
(b) En déduire les variations de f.

2. Ftudier la position de % par rapport a la droite d’équation y = —x + 3 selon les valeurs de x.
3. Déterminer les coordonnées des points d’'intersection de 6 avec les axes de coordonnées.

4. Placer les points et les droites rencontrés dans les questions précédentes dans un méme repere et y tracer 6.
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Exercice 2.14 (Exercice type corrigé).
. N 2x*—3x-3 . . X
Soit f la fonction définie sur R\{2} par f(x) = s On note € la courbe représentative de f dans un repére
x —_—
(0;%.7)-

c
1. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout x € R\{2}, f(x) =ax+ b+ prt
x—

(ax+Db)(x—2) L ax?-2ax+bx—-2b+c _ax’*+(-2a+b)x—-2b+c

X) =
F) — xX—2 xX—2 x—2
Par identification :

a=2 a=2

-2a+b=-3 &< b=1 .

—2b+c=-3 c=-1

Donc f(x) =2x+1 !
a x—=2
2. En déduire les variations de f.

1 1

Ona f(x) =2x+1- —2 =u(x)+ v(x) avec u(x) =2x+1etv(x) = ——2.
X — X —

u(x) = 2x + 1 est une fonction affine croissante sur | —oo; 2[ et sur ]2; +ool.

v(x) = e est une fonction associée a la fonction inverse or on sait que :
X —

IR

donc, d’apres les propriétés des fonctions associées :

S |=

X —00 2 +00

= NN

et donc

X —00 2 +00

= S/

f est donc la somme de deux fonctions croissantes sur | —oo; 2[ et sur ]2; +ool, elle est donc croissante sur
] —o00;2[ etsur]2; +ool.

3. Déterminer les coordonnées des points d’'intersection de 6 avec les axes de coordonnées.

o Intersection avec (Oy)
-3
Onax=0ety=f(0) = = =1,5doncA (0; 1,5) est I'intersection de € avec (Oy).

o Intersection avec (Ox)
2x%>-3x-3

=0©2x>-3x—-3=0etx—2#0.
x—2

3+v33  3-y33

ou x

On cherche x telque y = f(x) =0 &

A = (—3)2 —4(2)(-3) = 33 > 0 donc deux racines : x =

3+v33 3-v33
R

Donc B ( g 0) sont les intersections de € avec (Ox).

4. Déterminer les positions relatives de € et de I’axe des abscisses.
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On cherche sur quels intervalles € est au-dessus de I’axe et sur quels intervalles elle est en-dessous. Cela revient
a étudier le signe de f(x) selon les valeurs de x.
2x?>-3x-3

Comme f(x) = —

, on va donc étudier le signe du numérateur et du dénomitateur et faire un tableau

de signes.

o Numérateur
C’est un trinéme, donc du signe du coefficient de x? sauf entre les racines qu'on a déja trouvées dans la
question précédente.

o Dénominateur
C’est une expression affine croissante.

 Tableau de signes

o o 3-/33 ) 3+/33 oo
4 4
2x*-3x-3 + 0 - - 0 +
x—2 - - 0 + +
f - 0 + | - 0 +
3—-v33 3++v33
Donc %6 est au-dessus de l'axe des abscisses sur ;2 i ; +oo| et au-dessous sur
3-v33 3++v33
—00; 2 2; 2 .

5. Déterminer les positions relatives de € et de la droite 2 d’équation y = 2x + 1 selon les valeurs de x.

On va étudier le signe de f(x) — (2x +1).
1
-2x+1)=2x+1-——-(2x+1)=———.0r:
fx)-Q2x+1)=2x — 2x+1) 50"

X —00 2 +00

Finalement :
e Quand x<2:
f)-R2x+1)>0e f(x)>2x+1 6>
e Quand x>2:
f)-R2x+1) <0 f(X)<2x+1©6€€<9D

-

6. Placer dans un repere (O;7,7) les points rencontrés dans les questions précédentes, tracer la droite 2 puis la
courbe €.
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Nom : Vendredi 26 octobre — 2h00

Devoir surveillé n°2

Généralités sur les fonctions

EXERCICE 1 4,5 points
On a représenté sur la figure de la présente page la courbe d'une fonction f définie sur [—4; 4].
Tracer les courbes des fonctions suivantes :

e u=f+2; e v=—f; e wx) = f(x+2).

FI1G. 2.4 — Repere de I'exercice 1

9 y

8

EXERCICE 2 6 points
Déterminer les sens de variations des fonctions suivantes en indiquant les propriétés utilisées :

1. f(x)=5x+3—x%sur]—oo; 0]; 2. g(x)=2/x+3 sur [0; +ool; 3. h(x) =3+ —— sur]—2; +ool.
2+x

EXERCICE 3 9,5 points

1. On considere la fonction g définie sur R\{2} par: g(x) = et
x—
A partir du tableau de variations de la fonction inverse, déduire, en justifiant, le tableau de variations de g.
2
xX“—6x+5
2. On considere la fonction f définie sur R\{2} par: f(x) = 7
X —

3
Montrer que, pour tout x € R\{2}, f(x) =x—-4— et
x —

3. ATaide des questions précédentes, déterminer les variations de f.
4. On appelle € la représentation graphique de f.
(a) Déterminer les coordonnées des points intersections de 6 avec les axes de coordonnées.
(b) Déterminer les positions relatives de € et de 1'axe des abscisses selon les valeurs de x.
(c) Déterminer les positions relatives de € et de la droite 2 d’équation y = x —4 selon les valeurs de x.

(d) Dans le repere page suivante, placer les points rencontrés dans les questions précédentes, tracer 2 puis 6.
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Premiere ES —2007-2 008 Pour le 22 novembre 2007

Devoir maison n°1

Pourcentages

Lobjet du devoir maison est d’évaluer si, pour les Premiéres générales a Dupuy de Lome de 2 004-2 005, il y avait un
lien entre I'orientation et le sexe.

Les données du tableau ci-dessous sont celles de I’année scolaire 2 004-2 005 :

1ES | 1L | 1S
Femmes 76 50 | 92
Hommes 43 13 76

1. Dresser le tableau correspondant aux pourcentages, en faisant apparaitre les pourcentages totaux.
Quels nombres vous paraissent les plus étonnants ?
A quoi, selon vous, cela est-il di ?

2. (a) Comment sont réparties les femmes, en pourcentage, dans chacune des trois filieres ?

(b) Comment sont répartis les hommes, en pourcentage, dans chacune des trois filieres ?

(c) Quels pourcentages des deux questions précédentes s'éloignent le plus des pourcentages totaux ?
3. (a) Dans chacune des trois filieres, quel est le pourcentages de femmes et d’hommes ?

(b) Quels pourcentages de la question précédente s’éloignent le plus des pourcentages totaux?

4. A l'aide des questions précédentes, établir s'il existe un lien entre le sexe et la filiere, éventuellement selon la
filiere, et préciser lequel.
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Chapitre 3

Pourcentages
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3.1 Introduction

Conformément au programme, ce chapitre n’'introduit pas de connaissance technique nouvelle, c’est pourquoi il
est quasi exclusivement constitué d’exercices.

11 s’agit essentiellement d’entretenir un apprentissage de base indispensable pour lire correctement et de facon
critique I'information chiffrée.

3.1.1 Qu’est-ce qu'un pourcentage ?

C’est d’abord un nombre issu d'un rapport, une proportion, entre le nombre d’éléments d’'un ensemble de référence
(en général une population) et le nombre d’éléments d’'un sous ensemble de 'ensemble de référence, rapport que 'on
transforme de fagon a ce que le denominateur soit égal a 100 (d’ou1 I'origine du terme pour-cent).

On obtient ainsi le nombre d’éléments que comporterait le sous ensemble si il y avait 100 éléments dans l'ensemble
de référence.

Ainsi s’il y a 16 garcons dans une classe de 26 éléves, il yen a g ~0,6154 = —— =61,54%.

100
Les garcons représentent environ 61,54 % des éléves de la classe, c’est-a-dire que siil y avait 100 éleves dans la classe

et que les garcons étaient en meme proportion, alors il y aurait 61,54 gargons.

3.1.2 Taux et pourcentage

1l existe une confusion largement répandue sur ce qu’est un pourcentage. Lorsqu’on parle de 61,54%, on parle d’'un
nombre valant, trés exactement, W, c’est-a-dire 0,6154.

Le nombre 61,54 est appelé le taux (ce n’est pas le pourcentage). Ainsi, s’il vous est demande d’arrondir les pourcen-
tages au dixieme, 0,6154 deviendra 0,6, c’est-a-dire 60 %, alors que si on vous demande d’arrondir les taux au dixieme,
0,6154, qui est égal a 61,54 % deviendra 61,5 %.
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3.2 Techniques de base

28
28 % correspond a — =0,28.

1.

100
Traduire de méme chacun des pourcentages suivants :
e 41 %; e 3%; e 7,5%; e 150 %;
e 35%; e 19,6 %; ¢ 0,5%; o 400 %.

. Ecrire sous forme de pourcentage les nombres décimaux suivants :

e 0,17; e 0,125; « 0,06; « 0,0107;
« 0,5624; e 1,17; « 0,0015; o 3.
1. Quel estle montant de la TVA sur un CD dont le prix hors taxe est de 17,80 €?

En 2 004, la population active francaise comptait 27 455 000 individus, dont 12 680 000 femmes. Quel pourcentage
de la population active représentaient les femmes ?

28 % de la surface du territoire francais, ce qui représente environ 154 000 km?, est constitué de terrain boisé
(foréts, etc.). Quelle est la surface totale du teritoir francais ?

Lors de I'achat d’un article cotitant 1625 €, je dois veser un acompte de 130 €. Quel pourcentage de la somme
totale cet acompte rprésente-t-il ?

Lors de I'achat d’'un autre article, je dois verser un acompte de 15 %, et il me restera alors a débourser 1 700 €. Quel
est le prix de cet article ?

On considere trois classes de Premiére ES dans un Lycée.

Classe | A B C
Filles 10 | 8 9
Eléves | 40 | 20 | 18

Déterminer la proportion de filles dans chacune des classes. Que constate-t-on ?

1. une personne passe une petite annonce dans un journal diffusé dans 18 % des foyers d'un dépar-
tement. Elle passe aussi cette annonce dans un autre journal diffusé, lui, dans 25 % des foyers du département.
A quelle condition cette personne peut-elle espérer que son annonce touche 43 % des foyers du département ?
Pourquoi?

Vrai ou faux? Dans une entreprise 21 % des employés a moins de 25 ans et 36 % a plus de 45 ans; donc 43 % du
personnel de cette entreprise a entre 25 et 45 ans.

Dans cette entreprise, 40 % des employés ont suivi le stage de formation en comptabilité, tandis que 48 % ont
suivi le stage d’anglais. Sachant que 35 % des employés ont suivi ces deux stages, quel pourcentage des employés
de I'entreprise peut prétendre avoir suivi au moins I'un des deux stages ?

. Vrai ou faux? Dans cette méme entreprise, 18 % des employés (hommes) a une ancienneté inférieure a 5 ans, tout

comme 22 % des employées (femmes). Donc 40 % des employés de I'entreprise a une ancienneté inférieure a 5
ans.

3.3 Changement d’ensemble de référence

Dans le Lycée GEORGES BRASSENS, I'anglais est choisi comme langue vivante 1 par une partie des éléves de Premiere
ES. Les éleves de Premiere ES contituent 'ensemble de référence.

28

1.

2.

Compléter le tableau de répartition ci-dessous (les taux seront arrondis a un chiffre apres la virgule).

Eleves en anglais LV1

Classe | Effectif

Effectif | Parten %
1 ES1 32 20
1 ES2 28 80 %
1ES3 33
Total 70%

Le Lycée ayant 320 éleves en Premiére, quelle est la part en pourcentage des éléves de Premiere ES étudiant 'an-
glais en LV1 parmi les éleves de Premiere du Lycée ?
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Il'y a 800 éleves au Lycée JACQUES CARTIER. dans ce Lycée :
e 15 % des éleves de Lycée sont des filles de Premiere;
e 48 % des éleves de Premiere sont des filles;
e 25 % des filles du Lycée sont en Premiére.

1. Calculer I'effectif des filles de Premieére.
2. En déduire I'effectif des éleves de Premiere, puis des filles dans ce Lycée.

3. Compléter le tableau des effectifs ci-dessous :

Fille | Gar¢on | Total

Premiere
Autres
Total

4. Calculer le pourcentage d’éleves de Premiere dans ce Lycée.

Voici les résultats du référendum du 29 mai 2 005 a Paris (source : ministere de l'intérieur) :

Inscrits : 1084114
Abstention : 24,94 % des inscrits
Blancsounuls : 1,61 % des votants
Oui : 66,45 % des suffrages exprimés
Non : 33,55 % des suffrages exprimés

1. Quel estle nombre de votants ? Le nombre de suffrages exprimés ?
2. Quel pourcentage représentent les suffrages exprimés parmi les votants ? Parmi les inscrits ?
3. Quel est le pourcentage de Oui parmi la totalité des votants ? Par rapport a I’ensemble des inscrits 2
1. Un Lycée compte 1250 éleves; 26 % d’entre eux sont en classe de Premiere et 24 % des éleves de
Premiere sont en Premiere ES.
(a) Quel calcul doit-on effectuer pour déterminer le nombre déleves de Premiére du Lycée ?
(b) Quel calcul doit-on faire pour déterminer le nombre déléves en Premieére ES dans ce Lycée ?

(c) Combien vy at-i-1 d’éléves en Premiere ES dans ce Lycée ? Quel pourcentage cela représente-t-il vis-a-vis de
I'ensemble des lycéens ?
(d) Quel calcul aurait-on pu faire directement pour déterminer ce pourcentage ?
2. 75 % des foyers d’'un pays ont une connexion Internet, dont 80 % de type ADSL. Quel est le pourcentage de foyers
équipés d'une connexion ADSL dans ce pays ?

3. Dans une population, 65 % des individus partent en vacances et 20 % de ceux qui partent en vacances vont a la
montagne. Quelle est la proportion de départs a la montagne dans cette population ?

1. Considérons les statistiques (fictives) suivantes :
» enjanvier 2004 : 2 183 500 chémeurs, dont 624 200 jeunes (moins de 25 ans) ;
« enjanvier 2005 : 2008 700 chémeurs, dont 617 400 jeunes.
Le nombre de chomeurs a-t-il diminué ? Le nombre de jeunes chomeurs a-t-il diminué ? Le pourcentage de jeunes
chomeurs parmil’ensemble des chémeurs a-t-il diminué ?

2. Voici les chiffres d’affaires d'une entreprise (fictive) pendant quatre ans :

Année 1997 | 1998 | 1999 | 2000
CA (en millions d’€) 35 38 41 44

(a) De combien de millions d’euros, d'une année sur I'autre, augmente le chiffre d’affaire ?

(b) De combien de millions d’euros en pourcentage, d'une année sur I'autre, augmente le chiffre d’affaire ?
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3.4 Pourcentage d’évolution

3.4.1 Activité

Au 1¢" janvier 2 000, trois villes ont une population de 25 000 habitants.
1. Ville 1

(a) La population de la premiére ville augmente de 6 % en 2 000, en 2001 et en 2 002.
En déduire sa population au 1¢' janvier 2 003.

(b) Par quel nombre la population a-t-elle été multipliée :
i. entrele 1°" janvier 2000 et le 1*' janvier 2001 ?
ii. entrele 1°" janvier 2001 et le 1¢" janvier 2002 ?
iii. entrele 1 janvier 2002 et le 1°" janvier 2 003 ?
Ce nombre s’appelle le coefficient multiplicateur correspondant a une augmentation de 6 %.

(c) Par quelle nombre la population a-t-elle été multipliée entre le 1°" janvier 2 000 et le 1" janvier 2 003 2
A quel pourcentage d’augmentation cela correspond-il ?

2. Ville2
Le 31 décembre 2 000, la deuxiéme ville a une population de 26 400 habitants.
Calculer le coefficient multiplicateur correspondant et en déduire le pourcentage d’augmentation.

3. Ville3
La population de la troisieme ville diminue de 6 % durant ’année 2 000.

(a) Calculer sa population a la fin 2 000, puis le coefficient multiplicateur correspondant.

(b) Sila population augmente de 6 % 1’année suivante, calculer sa population a la fin 2 001.
En déduire le pourcentage global d’évolution sur les deux années de début 2 000 a fin 2 001.

3.4.2 Quelques propriétés

t
Propriété 3.1. Augmenter une grandeur de t %, ot t = 0, revient a multiplier cette grandeur par (1 4 1—00)

t
Diminuer une grandeur de t %, oit t = 0, revient a multiplier cette grandeur par (1 = —)

100
Lorsqu’'une grandeur évolue de t %, ot t peut étre positif (augmentation) ou négatif (diminution), elle est multipliée
r
ar (1+—|.
P ( 100)

Preuve. Soit G la valeur de la grandeur avant I'évolution et G’ celle apres I'évolution.

t r t
« Dans le cas d'une augmentation, ona G' = G+ G x Too = G x (1 + m) . G est donc bien multipliée par (1 + m)

4 t t
« Dans le cas d’'une diminution,ona G’ =G-Gx — =G x (1 - —) . G est donc bien multipliée par (1 - —)
100 100 100

« Le dernier cas est le cas général.

¢

Propriété 3.2. Le taux d’évolution t d'une grandeur passant de la valeur initiale Vi # 0 a la valeur finale Vg est donné
Ve = Vi
1

par:t= x 100.

Remarque. Si t est positif, c’est une hausse de ¢ %, si t est négatif c’est une baisse de || %.

Preuve. Dans le cas général, d’apres la propriété précédente :
t t t Ve-V; t Ve=V;
1+ — o Vi=Vi+Vix — o V-V =Vix — & ———=—— & = x 100. &
100 100 100 Vi 100 Vi

VFZV]X

Hausses et baisses successives

Onl'a vu dans I'activité, dans le cas de hausses ou de baisses successives, les pourcentages ne s’ajoutent pas; il faut
multiplier les coefficients multiplicateurs correspondants.
En particulier, une baisse de ¢t % n’est pas compensée par une hausse de ¢ % (et réciproquement).
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3.4.3 Exercices

1. Calculer les coefficients multiplicateurs dans chacun des cas suivants :

 hausse de 20 %; e haussede 0,1 %; « hausse de 100 %;  hausse de 300 %;
 baisse de 15 %;  baissede 5,2 %;  baisse de 85 %; « baisse de 100 %.
Donner les pourcentages de hausse ou de baisse associés aux coefficients multiplicateurs suivants :

. 1,25; . 3; « 1,0049; .« 05;

. 0,98; « 1,001; « 1,0101; . 0,999;

. 1,175; . 1,01; . 0,875; ¢ 01

. Donner le pourcentage d’évolution pour une grandeur qui passe :

» de125402a13620; » de572a26; » 21000 a 84 000.

1. En aofit un loyer était de 564 €. Un an plus tard il est de 589 €. Quelle est son évolution en pourcen-
tage?

. Le chiffre d’affaire d'une entreprise en 2 004 était de 124 000 €. En 2 005, les prévisions donnent un chiffre d’affaire

de 117000 € seulement. Quelle est son évolution en pourcentage ?

Dire que la TVA est de 19,6 % revient a dire que le prix hors taxe (HT) a été augmenté de 19,6 % de TVA pour obtenir le
prix toutes taxes comprises (TTC).

1.

Par quel nombre doit-on multiplier le prix HT pour obtenir le prix TTC?

2. Un article vaut 120 € HT. Combien va-t-on le payer en magasin ?
3.
4

. Vaut-il mieux bénéficier d’'une réduction de 20 % sur le prix HT ou sur le prix TTC?

Vous payez un article en magasin (donc TTC) a 200 €. A combien s'éléve le prix HT et la TVA en €2

1. Le prix d'un article augmente de 22 % puis diminue de 15 %. Quel est le pourcentage d’évolution de
cetarticle?

. Le prix d'un produit subit successivement une hausse de 12 %, une baisse de 5 %, une baisse de 8 % et une hausse

de 2 %. Quel est le pourcentage de variation final.

. Sile nombre de chémeurs dans une ville diminue de 2 % par mois pendant un an, quel sera le pourcentage de

diminution du nombre de ch6meurs sur I’année ?

. Un client veut acheter un véhicule qui cotitait 17 000 € le mois dernier mais qui, depuis, a augmenté de 4 %. Le

vendeur consent une remise de 3,85 %. Le modele cofite-t-il plus ou moins de 17000 €?

1. Apres une augmentation de 5 % suivie d'une hausse de ¢ %, on obtient une hausse globale de 17,6
%. Combien vaut ¢ ?

. Alabourse de Paris, 'action Renault :

« aaugmenté de 1,45 % entre le 10 juin 2000 et le 11 juin 2 000;
« abaissé de 0,5 % entre le 10 juin 2 000 et le 12 juin 2 000.
Quelle a été son évolution entre le 11 juin 2 000 et le 12 juin 2000 ?

. Apres deux augmentation successives de ¢ % le prix d'un produit a globalement augmenté de 20 %. Combien vaut

r?

4. Apres une augmentation de ¢ % suivie dune baisse de t %, on obtient une baisse globale de 4 %. Combien vaut ¢ ?

5. Un article subit une augmentation de 10 %. Quel pourcentagede baisse doit-on appliquer pour compenser cette

hausse ?

1. Est-il pertinent de dire que 3 augmentations successives de 2 % sont approximativement équiva-
lentes a une augmentation globale de 6 % ?

. Est-il pertinent de dire qu'une hausse de 1 % suivie d'une baisse de 3 % suivie d'une hausse de 2% sont approxi-

mativement équivalentes a une évolution globale de 0 % ?

. Est-il pertinent de dire que 3 augmentations successives de 20 % sont approximativement équivalentes a une

augmentation globales de 60 % ?
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3.5 Indices

Les indices sont des pourcentages qui ne disent pas leur nom.

IIs sont essentiellement utilisés dans des séries chronologies.

La valeur d’'une grandeur observée d’'une année ou d’'un mois sert de référence (indice 100) et toutes les autres
données (antérieures ou ultérieures) sont exprimées sous forme de pourcentage par rapport a cette année de référence.

Indices et grandeurs sont alors proportionnels.

Propriété 3.3. Soit n et n' deux dates, V,, et Vy, les valeurs d'une grandeur a ces deux dates et I, et I,y les indices
correspondants, alors

L, Vv,

Ly Vy

En particulier, si n' est la date de référence (indice 100) et en notant Vy la valeur de la grandeur a cette date, on a :

I v v
—n=—n<:>In=—n><100
100 VW Vo

On l’admettra.

Les indices sont particulierement utiles pour comparer des évolutions de deux grandeurs quand les grandeurs ne
sont pas du méme ordre ou n'ont pas les mémes unités (comparer PIB et population par exemple).

Le tableau suivant donne la production de blé et d’orge en Algérie, en millions de tonnes :

Année | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
Blé 2,983 | 0,662 | 2,280 | 1,503
Orge | 1,800 | 0,191 | 0,700 | 0,481

En prenant comme indice 100 la production de 1996, complétez le tableau suivant :

Année 1996 1997 1998 1999
Blé 100
Orge 100

On veut connaitre I'évolution du PIB par habitant en France depuis 1 990 qui servira d’année de référence.
On dispose du tableau suivant qu’on compleétera au fur et a mesure par les réponses aux questions :

Année 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
PIB(en$) | 1195 | 1201 | 1322 | 1250 | 1331 | 1535 | 1554 | 1406 | 1447 | 1432
Indice

1. Calculer I'indice des années 1991, 1995, 1996 et 1999 (arrondis a 0,1).
2. En déduire le pourcentage d’évolution du PIB par habitant entre :
e 1990 et1991; e 1990 et1995; e 1990 et1999;

3. Quelle est I'unité de I'indice 2

Le tableau ci-dessous donne les montants, en millairds d’euros, des cotisations sociales versées par les non-salariés en
France, de 1994 a 1999 (source : INSEE) :

Année 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
Montant | 16,66 | 17,33 | 19,03 | 19,25 | 15,23 | 15,99

1. En prenant 100 pour base en 1994, calculer les indices des autres années.
2. En déduire les pourcentages d’évolution de ces montants de 1994 a 1996, de 1994 241998, 1994 a 1 999.

3. En utilisant ces indices, calculer les pourcentages d’évolution de ces montants de 1997 a 1999.
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Le tableau ci-dessous done I'évolution de I'indice des prix a la consommation en France entre 1998 et 2 004 en prenant
pour année de base I'année 1998 (indice 100) (source : INSEE) :

Année

1998

1999

2000

2001

2002

2003

2004

Indice

100

100,5

102

103,5

105,6

107,6

109,3

1. Donner I'évolution globale des prix consommés par les ménages entre :

e« 1998 et1999?
e« 1998et2001?
e 1998 et 20047
» 2000 et 20027
e 2000et2004?

2. Reconstruire un tableau donnant1’évolution de I'indice des prix entre 2 000 et 2 004, en prenant 2 000 come année

de référence (indice 100).

Le tableau suivant indique 1'évolution du PIB base 100 en 1980 aux Ftats-Unis (EU), au Japon et dans I'Union Euro-

péenne (UE) :

Année | 1980 | 1990 | 1999
EU 100 | 132,6 | 172,3
Japon 100 | 155,2 | 166,0
UE 100 | 126,8 | 146,8

1. Donner le pourcentage d’évolution du PIB aux EU entre 1980 et 1990 puis entre 1980 et 1999. Faire de méme
pour le PIB du Japon et dans 'UE.

2. Pour les EU, calculer I'indice du PIB en 1999 base 100 en 1990. faire de méme pour le Japon et 'UE (valeurs

arrondies a 0,1 pres).

3. Sile PIB aux EU était de 5554 milliards de dollars en 1990, calculer le PIB en 1980 et en 1999 (valeurs arrondies

au milliard de dollars).

4. Peut-on dire que le PIB du Japon est supérieur a celui de 'UE?

David ROBERT
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Devoir surveillé n°3

Pourcentages

EXERCICE 1 7 points
11y a 800 éleves au Lycée PIERRE BOURDIEU. Dans ce Lycée :

+ 30 % des éleves sont en Premieére;

e 22,5 % des éléves de Lycée sont des filles de Seconde;

e 60 % des éleves de Seconde sont des filles;

« 37,5 % des filles du Lycée sont en Seconde.

1. Calculer I'effectif des éleves de Premieére.
2. Calculer I'effectif des filles de Seconde.
3. En déduire I'effectif des éleves de Seconde, puis des filles dans ce Lycée.
4. Sachant qu’il y a autant de filles en Premiére et en Terminale, reproduire sur votre copie et compléter le tableau
des effectifs ci-dessous :
Fille | Garcon | Total

Seconde

Premiere

Terminale

Total
EXERCICE 2 4,5 points

Chaque question ci-dessous comporte trois réponses possibles. Pour chacune de ces questions, une seule des réponses
proposées est exacte. Cocher cette réponse sur la feuille, a rendre avec la copie.

Une réponse exacte rapporte 1,5 point. Une réponse inexacte enleve 0,75 point. Labsence de réponse ne rapporte aucun
point et wen enléve aucun. Si le total est négatif, la note est ramenée a 0.

Augmenter une quantité de 7 %, 0 revenir a la quantité initiale.
puis la diminuer de 7 % O augmenter la quantité initiale de 0,49 %.
c'est: [0 diminuer la quantité initiale de 0,49 %.
Dans une classe, 25 % des éléves pratiquent du ten- O 52%.
nis, 18 % de la natation et 9 % ces deux sports. Com- O 34%.
bien en pratiquent au moins un des deux: O 43 %.
Une quantité qui subit deux baisses successives de - d%m%nue de4,5 %.
5% etde 4 % - O diminue de 8,8 %.
[0  diminue de 9 %.
EXERCICE 3 8,5 points

1. Apres une hausse de 5 % le prix d'un article est de 38,22 €.
Quel était le prix de cet article avant la hausse ?

2. Le prix d’un article a subi une hausse de 28 %.
Quel doit étre le taux de remise pour que cet article retrouve son prix initial ?

3. Le gouvernement d'un pays envisage de baisser un imp6t de 11,64 % en deux ans.
On suppose que le pourcentage de baisse est le méme chaque année.

(a) Vérifier que ce pourcentage de baisse annuel est différent de 5,82 %.
(b) Calculer le pourcentage de baisse annuel.

4. Pierre a fait établir un devis pour réaliser des travaux dans son domicile par un artisan.
Ce devis a été établi avec un taux de TVA de 19,6 % et le montant total TTC est égal a 4807,92 €. Mais comme la
maison de Pierre est construite depuis plus de deux ans, le taux de TVA est égal a 5,5 %.
Quel sera finalement le montant du devis ?
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Chapitre 4

Systemes d’équations et d’'inéquations
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4.1

Activités

Dans toute I'activité le plan est muni d’un repére (O; 7,7) orthogonal.

1.

Quelle est la nature de € la représentation graphique de la fonction f(x) = -3x+ 0,5, définie sur R.
Déterminer si A(150,5; —451) ou B (-73,25; —219,5) appartiennent a 6.

Dans chacun des cas suivants, dire sile point A appartient a la droite & :

@ A(3;2)et?:y=6x+3; (c) A(2;5) etP:x=5;
(b) A(;-7)etP:y=-3(x+2)-5; d A(3;3)et2:y=%;
. La droite 2 est d’équation réduite : y = gx -1.

(a) Aestlepoint de 2 d’abscisse 12. Quelle est son ordonnée ?

(b) Bestlepoint de 2 d’ordonnée —%. Quelle est son abscisse ?

. Dans un méme repere, tracer les droites dont les équations sont les suivantes :

-@lzyz—%x+5; e P3:y=-3; e P5:x=6;

o Dyiy=4x-2; . @4:y:%x—4;

Dans un méme repeére, tracer les droites dont les équations sont les suivantes :

« 91:y=-5x+10; . @3:y=331, « @yry="24L,
e Pp:y=6x—-14; e P5:2x—-5y=3;

Dans un méme repere, tracer les droites suivantes :

o 9) passant par A(3; 1) et de coefficient directeur —1;

« 9, passant par B (—3; 2) et de coefficient directeur —1 ;
» 93 passant par C(1; 0) et de coefficient directeur 3;

» 9, passant par D (0; 2) et de coefficient directeur % ;

» 95 passant par E (—2; 2) et de coefficient directeur 0;

. Dans chacun des cas suivants, déterminer I’équation de la droite (AB) :

(@ A(;2)etB@E;-1); () A(0;-DetB(2;3); (&) A(1;3)etB(1;4);
(b) A(4;4)etB(-1;2); (d) A(-2;2) et B(3;2); () A(3;4)etB(3;5).

8. Déterminer graphiquement les équations réduites des droites représentées sur la figure 4.1 page suivante.

9. Méme question pour les droites représentées sur la figure 4.2 page suivante.
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Dans toute I'activité le plan est muni d’un repere (O; 7,7) orthogonal.

1. On cherche a identifier quel est 'ensemble des points du plan de coordonnées (x; y) tels que x et y vérifient la
relation: 2x+y =3.

(a) Déterminer ylorsque x = 1. Placer ce point dans le repére ; on le nommera A.
(b) Déterminer y lorsque x = 0. Placer ce point dans le repére; on le nommera B.
(c) Déterminer x lorsque y = —3. Placer ce point dans le repére; on le nommera C.
(d) Déterminer x lorsque y = —1. Placer ce point dans le repére ; on le nommera D.
(e) Que constate-t-on concernant A, B, Cet D?

(f) Choisir un autre point ayant la méme caractéristique que A, B, C et D et regarder si ses coordonnées vérifient
larelation:2x+y=3.

(g) Choisir un autre point n’ayant pas la méme caractéristique que A, B, C et D et regarder si ses coordonnées
vérifient la relation : 2x + y = 3.

2. En vous inspirant de ce qui précede, représenter 'ensemble des points du plan de coordonnées (x; y) tels que x
et y vérifient la relation : 3x -2y = 4.

3. Mémes questions avec les relations suivantes :
e —x+3y=1; e —x—-2y=3; e 2x+0y=5; e Ox+3y=2.

Que constate-t-on dans les deux derniers cas ?

Droites paralléles.

1. On considere les droites 27 :2x+5=0et %P, : x = —1.
Expliquer pourquoi elles sont paralleles.

2. Ondonne 23 :y=3x+4,2,:3x—y=9etP5:3x+y=0.
(a) Trouver I'’équation réduite de chacune des droites 2, et Ds.
(b) Reconnaitre parmi ces trois droites celles qui sont paralleles.
3. On donne la droite 2 :5x + 2y = 10.
(a) Trouver les points d’intersection de la droite 2 avec les axes du repére puis la tracer.
(b) Trouver 'équation réduite de la droite 2 et en déduire son coefficient directeur.
(c) Tracer la droite @' parallele a 2 et passant par le point K (1; —1) ; trouver I'équation réduite de 2’.
(d) Montrer que I'équation de 2’ peut s’écrire 5x+ 2y = 3.
(e) Montrer que la droite 2" d’équation 5x + 2y = ¢, ou ¢ désigne un nombre réel, est parallele a la droite 2.

(f) En déduire que la droite A d’équation 10x+4y = ¢/, ol ¢’ désigne un nombre réel, est elle aussi parallele a la
droite 2.

Droites sécantes.
On consideére les droites 2; :2x+y=5et 2, :3x -5y =3.

1. Trouver les équations réduites des droites 2, et 2, et montrer qu’elles sont sécantes.
2. Tracer ces deux droites et lire graphiquement les coordonnées de leur point d’intersection I.
3. Expliquer pourquoi les coordonnées (x; y) de I vérifient le systeme :

2x+y=5
3x-5y=3

4. Résoudre ce systéme.

1. (a) Dans unrepere orthogonal tracer la droite 2 d’équation 2x -3y =6.

(b) Choisir quatre points a coordonnées entiéres situés du méme co6té de 2 et calculer 2x — 3y pour chacun
d’entre eux.

(c) faire de méme avec quatre autres points a coordonnées entieres situés de I'autre c6té de 2.
(d) Que constate-t-on?
(e) Identifierlarégion du plan dontles points ont leurs coordonnées vérifiant 2x—3y = 6 (on hachurera le reste).

2. En vous inspirant de ce qui précede, faire de méme pour la région caractérisée par I'inéquation -3x -4y = —-12
(on hachurera le reste).

David ROBERT 39



4.1 Activités Premiere ES -2 007-2 008

3. Méme question pour les inéquations x =0 et y = 0.

4. Quel systeme d’inéquations vérifie la région non hachurée ?

On consideére le probleme suivant :
Une coopérative vinicole dispose de 600 bouteilles de vin rouge et 600 bouteille de vin blanc. Il est décidé de proposer
ala vente deux assortiments :
« Lassortiment appelé A, comprenant deux bouteilles de vin rouge et trois bouteilles de vin blanc, est vendu 12 euros;;
« Lassortiment appelé B, comprenant cinq bouteilles de vin rouge et trois bouteilles de vin blanc, est vendu 20 euros.
Combien doit-on vendre d’assortiments de chaque sorte pour espérer un chiffre d’affaires maximal ?

1. Dans la résolution proposée ci-dessous, justifier :
(a) lamise en équation;
(b) la construction du polygone;
(c) la conclusion.

2. Expliciter les solutions.

Résolution
On appelle x et y les nombres respectifs d’assortiments A et B.
x et y sont des nombres entiers vérifiant le systéme d’inéquations suivant :

x=0
y=0
2x+5y =600
3x+3y <600

On recherche alors les valeurs entieres de x et y vérifiant le systeme précédent et telles que 12x + 20y soit maximal.

On résout le probléme graphiquement : dans le plan muni d'un repere, on représente les points M du plan dont les
coordonnées vérifient le systeme d’inéquation ; ce sont les points situés a I'intérieur (zone non hachurée) du polygone
dessiné de la présente page.

On considere la droite D d’équation 12x+20y = 0. On recherche parmi toutes les paralleles a D, la droite D’ qui coupe le
polygone en au moins un point de coordonnées entiéres et dont I'ordonnée a I'origine est maximale. Ses coordonnées
entieres fournissent la solution du probléme.

Ny,

7
200~
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4.2 Bilan et compléments

Propriété 4.1 (rappel). Dans un repére, toute droite a une équation de la forme :
e y=mx+ p, siladroite n'est pas paralléle a l'axe des ordonnées ;
e X =k, si la droite est parallele a I'axe des ordonnées.

Léquation y = mx + p (quand elle existe) est appelée équation réduite de la droite, m est appelé coefficient directeur
de la droite et p ordonnée a l'origine

Propriété 4.2 (rappel). Deux droites non paralleles a l'axe des ordonnées sont paralleles entre elles si et seulement si
elles ont méme coefficient directeur.

Propriété 4.3. Dans un repere :

o Soit 2 une droite du plan. Tous les points de cette droite ont des coordonnées qui vérifient une méme équation de la
forme ax+ by = c avec (a; b) # (0; 0).

» Lensemble des points M (x; y) du plan qui vérifient ax + by = ¢ avec (a; b) # (0;0) est une droite 2.

On dira que la droite 2 admet comme équation ax + by = c.

Remarque. Sil'équation réduite est unique, ce n’est pas le cas d'une équation de la forme ax + by = c.
En effet, il suffit de multiplier cette équation par un réel quelconque (différent de 0) pour en obtenir une autre.

Preuve de la propriété.
« Soit 2 une droite du plan et M (x; y) un point de 2.
2 a pour équation réduite y = mx+ poux=k.
Dans le premier cas, tous les points M (x; y) vérifient y = mx+ p © mx—y+ p =0 qui est de la forme ax+ by =c
avec (a; b) = (m; —1) # (0; 0).
Dans le second cas, tous les points M (x; y) vérifient x = ¢ © x— ¢ =0 qui est de la forme ax+ by = c avec (a; b) =
(1;0) #(0; 0).

« Soit & 'ensemble des points M (x; y) vérifiant ax + by = c avec (a; b) # (0;0).
Sia=0,b#0etdoncax+by+c=0< by=-c< y=—1 (droite parallele a 'axe des abscisses) qui est de la forme
y=mx+p.

Sib=0,a#0etdonc ax+by+c=0<s ax=-c< x=— (droite paralléle a I'axe des ordonnées) qui est de la
forme x = c.

Sia#0etb#0,ax+by+c=0sby=-ax—c<e y=-7x— 3 quiestdelaforme y = mx+p.

Dans tous les cas, c’est bien une droite.

¢

Propriété 4.4. Deux droites 9 et 2' d’équations respectives ax+ by +c =0 et a'x+b'y+ ¢’ = 0 sont paralléles si et
seulementsiab' —a'b=0

Preuve.
« Supposons que 2 et 2’ sont paralleles.
- Si elles sont paralleles a 'axe des ordonnées, on a alors b=b' =0 etdonc ab’' —a’'b=0
- Dans tous les autres cas, elles admettent comme équations réduites, respectivement, y = - x— et y = — Z—,’x -

C!

F .
Etant paralleles, — % = —%: & —ab=-adbeab -ab=0.
« Supposons que ab’' —a'b=0.
- Sib=0,a#0etdonc b’ =0. De méme, si b’ =0, b = 0. Les deux droites sont alors paralleles a 'axe des ordon-
nées.

! . .
- Dans tous les autres cas, ab' —a'b=0 < —% = —%, donc elles ont méme coefficient directeur. &

Des deux propriétés précédentes, on obtient la propriété suivante :

ax+by=c
ax+by=c

o & aune unique solution (x; y) si et seulementsiab' —a'b#0;
 sinon . a soit une infinité de solution, soit aucune solution.

Propriété 4.5. Soit.¥ le systeme d'équation {

Preuve. Les droites d’équation ax+by = cet a'x+b'y = ¢’ sont sécantes si et seulement si ab’ —a'b # 0, sinon elles sont
paralleles.

Dans ce cas elles peuvent étre confondues (une infinité de points d’intersection) ou distinctes (aucun point d’intersec-
tion). &

David ROBERT 41



4.3 Exercices Premiere ES -2 007-2 008

Propriété 4.6 (admise). Une droite ¢ d'équation ax+ by = c partage le plan en trois parties :
o la droite € dont les points M (x; y) vérifient ax+ by =c;

o un demi-plan dont les points M (x; y) vérifient ax+ by > c;

« un demi-plan dont les points M (x; y) vérifient ax+ by < c.

Remarque. Le demi-plan dont les points M (x; y) vérifient ax + by > ¢ n’est pas forcément situé au-desus de la droite;
cela dépend des signes coefficients.

Pour savoir lequel des deux demi-plans est celui dont les points M (x; y) vérifient ax + by > c, il suffit de faire un essai
avec un point extérieur a la droite : si 'inéquation est vérifiée, tous les points situés du méme coté de la droite forment
ce demi-plan, sinon c’est 'autre.

Un systeme d’inéquations linéaires se résout graphiquement. Pour des raisons de lisibilité, on hachure en général
les demi-plans ne convenant pas, la partie du plan non-hachurée étant 'ensemble des solutions.

4.3 Exercices

Pour chacun des systemes suivants déterminer, sans le résoudre, s’il admet une solution unique. Dans les cas ou le
systéme n’admet pas de solution unique, préciser ce que I'on peut dire de I’ensemble solution.

1 4x—-6y=-26 3 3x=6y+7 x2—y2:1
| 5x+2y=-4 " | 85-2,5x+5y=6 3x+7y=5
5 —2y+6x=5 4 -3x+4y=9-5x
"l -9x+3y=-7,5 | —x+5y=25

Pour résoudre les systemes, on dispose depuis la classe de troisieme de deux méthodes principales et d'une troisieme
qui combine les deux précédentes.

1. Décrire ces trois méthodes.

2. Pour chacun des systemes suivants, choisir la méthode de résolution la plus appropriée :

2x+7y=1 x-2=1+2y-5
(@ { 2x-7y=-3 (© { 3x=1-(y-D
x—-y=175 -8(x-1)-7y—-18=0
®) { 3x+y=9 @ { 5y+8x=16

On s'intéresse a des systemes de trois équations a trois inconnues.

1. Résoudre dans RS le systéme :
X+y+5z=0
(8):4 3x—y-z=-4 Expliciter la méthode employée.
S5x-2y-z=-7
2. Voici la méthode exposée par GAUSS pour résoudre le systéme (S) (on appelle E; la premiere équation, E» la
deuxieme, E3 la troisiéme) :
x+y+5z=0 (E1)
(S) e —4y-16z=-4 (E2—3E))=(E))
—7y—26z=-7 (E3—5E;)= (Eé)
X+y+5z2=0 (E7)
($) o] y+iz=1 (B, % (-3) = (B))
~7y-26z=-7 (E})
x+y+5z=0 (Ep)
(S)e{ y+4z=1 (E5)
2z=0 (E; +7E})

(a) En quoile dernier systeme obtenu est-il intéressant pour la résolution de (S) ?
(b) Décrire la méthode permettant d’obtenir ce systeme.

(c) Donner I’ensemble solution de (S).
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3. Résoudre al'aide de la méthode précédente le systéme :
x+1,5y=55-z2
Tx=2y—2z+26
25x-3y+6z—-97=0

Une entreprise possede le monopole de la vente d'un certain type de café. Ce café est vendu sous forme de paquets
d'un kg.
Une étude de marché a fourni les résultats suivants.
« Offre : Compte tenu des cofts de production, I'entreprise a fixé le prix minimal de vente a 2 €.
Pour un prix de vente de 6 €, la production idéale pour I'entreprise est de 250 000 paquets.
« Demande : Compte tenu du marché, on estime que pour un prix de vente de 5,5 €, la demande serait de 50 000
paquets et pour un prix de vente de 3 €, elle serait de 175000 paquets.

1. Fonction d’offre
On considere le marché du point de vue de 'entreprise qui se préoccupe avant tout de sa rentabilité.
On note p, le prix de vente (en €) et Q, le nombre optimal de paquets produits par I'entreprise (en milliers d'uni-
tés) pour ce prix de vente p,.

(a) Vérifier que la fonction f: Q, — p, = 0,016Q, + 2 vérifie les conditions de ' offre.

(b) Dans un repeére, représenter graphiquement la fonction f (on placera les quantités en abscisses et les prix
en ordonnées).

2. Fonction de demande
On se place ici du point de vue du consommateur qui a tendance a réduire sa consommation quand les prix de
vente augmentent.
On note pg le prix payé (en €) et Q4 (en milliers d'unités) le nombre de paquets que les consommateurs sont préts
a acheter au prix pg.
La fonction de demande notée g associe a Q  le prix p.
On suppose que g est une fonction affine, g: Q;— pg = aQqg +b.

(a) En utilisant les conditions sur la demande, établir un systeme de deux équations dont (a; b) est solution.
(b) Résoudre ce systeme et en déduire I'expresion de g.

(c) Sur le graphique précédent, représenter la fonction g.

(d) Quel est le prix maximal qu’accepterait de payer le consommateur ?

(e) Quelle estla quantité maximale que les consommateurs sont disposés a acheter?

3. Equilibre sur le marché
Lidéal sur le marché serait que I'offre coincide avec la demande. Ce point d’équilibre est atteint quand p, = pg et
Qo =Qa-
(a) Graphiquement ou se situe ce point d’équilibre ?

(b) Déterminer algébriquement le prix de vente du paquet et la quantité produite a I'’équilibre du marché.

Voici un modele (simple) de complexe industriel :

« Le complexe est constitué d’'une centrale électrique au fioul, d'une raffinerie de pétrole et d'un chemin de fer.

« Laraffinerie utilise, pour 1 € de fioul produit, 0,20 € d’électricité et 0,10 € de transport ferroviaire.

« Lacentrale électrique utilise, pour 1 € d’électricité produite, 0,55 € de fioul, 0,10 € d’électricité et 0,05 € de transport

ferroviaire.

« Le chemin de fer utilise, pour 1 € de transport, 0,60 € d’électricité et 0,20 € de fioul.
Ce complexe industriel doit livrer a I'extérieur du fioul pour un montant de 92 000 € et de I'électricité pour un montant
de 38 000 €. On se propose de déterminer les productions (en euros) x de fioul, y d’électricité et z de transport pour que
ce complexe industriel puisse effectuer sa livraison.

1. Montrer que le probléme peut se traduire par le sytéme suivant (on justifera chaque ligne) :
x—-0,55y—-0,2z=92000

¥y—0,2x-0,6z=38000
z—0,1x-0,05y=0

2. Résoudre ce systeme.

3. Conclure.

1VASSILI LEONTIEFF, Prix Nobel d’économie en 1973, a réalisé des recherches sur I'analyse interindustrielle, qui est utilisée pour la planification,
I'étude de la croissance.
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Une entreprise de déchets industriels a le choix entre deux procédés qui ne peuvent étre utilisés en méme temps.
o Procédé A : Il permet de traiter 3 tonnes de déchets par heure et produit des résidus gazeux. Pour chaque tonne

traitée, on rejette 8 L de gaz polluant.

e Procédé B: Il permet de traiter 1 tonne de déchets par heure et produit des résidus liquides. Pour chaque tonne

traitée, on rejette 1 L de liquide polluant.

Lentreprise doit traiter au moins 2 600 tonnes de déchets en moins de 2 400 heures, tout en respectant les autorisations
de rejet. Elle a obtenu une autorisation de rejet gazeux de 10000 L et de rejet liquide de 4 000 L.
On note x le nombre de tonnes traitées avec le procédé A et y le nombre de tonnes traitées avec le procédé B.

1. Quelles sont les durées nécessaires pour traiter x tonnes avec le procédé A et y tonnes avec le procédé B?

2. Justifier que les contraintes ci-dessus se traduisent par le systéme (S) :

0=x=<1250
0=y=4000
§+y52400
X+y=2600

3. Résoudre graphiquement le systeme (S) dans un repere orthogonal (unités : 1 cm représente 100 tonnes en abs-
cisses et 1 cm représente 400 tonnes en ordonnées).

(a)

(b)
(©
(@)

(b)

Le procédé A cotite 50 € la tonne, et le procédé B cotite 100 € la tonne.
Quel est le cofit C associé au traitement de x tonnes avec le procédé A et y tonnes avec le procédé B ?

Justifier que pour un cofit C, le point M (x; y) appartient a une droite Ac dont on donnera I’équation réduite.
Tracer Aze0000 €t A150000- Justifier que toutes les droites A¢ sont paralléles.

Par translation d’'une des droites tracées, déterminer en quel point du domaine des contraintes, le cott est
minimum. Préciser ce coft.

Pour ce cott minimum, déterminer alors la quantité de matiére traitée avec chaque procédé, la durée de
traitement et les volumes de rejets polluants sous forme liquide et gazeuse.

6. Quelles seraient les conséquences économiques d'une réduction de 50% des autorisations de rejet ?
Quelle(s) stratégie(s) I'entreprise a-t-elle alors intérét a adopter a long terme ?

Au moment des fétes, un artisan chocolatier propose des assortissements de chocolats par ballotins de 500 g :
Succes : 60 % de chocolats au lait, 20 % de chocolats noir et le reste en chocolats divers;

Passion : 80 % de chocolats noirs et le reste en chocolats divers;

Evasion : 1la moitié de chocolats divers, 40 % de chocolats noirs et 10 % de chocolats au lait.

44

. Pour sa soirée de fin d’année 1999, Madame Bomonde a commandé des chocolats.

Elle a pu mettre sur son buffet 2 kg de chocolats noir, 1,5 kg de chocolats au lait et 2 kg de chocolats divers.
Calculer le nombre de ballotins de chaque sorte qu’elle a acheté fin 1999.

. Pourla fin 2000, le chocolatier a proposé les mémes assortissements.

Madame Bomonde passe commande de x ballotins Succes et y ballotins Passion.
Elle désire proposer a ses invités au moins 1,8 kg de chocolats noirs, 1,2 kg de chocolats au lait et 900 g de choco
divers

(a)

(b)

(©

Justifier que les contraintes se traduisent par le systéme suivant ou x et y sont des entiers :

x+4y =18
3x=12
xX+y=9

Dans un repére orthonormal, représenter ’ensemble des points M (x; y) du plan dont les coordonnées vé-
rifient le systeme ci-dessus.

Le prix d'un ballotin Succes est de 15 € et celui d'un ballotin Passion de 30 €.

Exprimer le cofit total de cet achat pour Madame Bomonde en fonction de x et y.

Tracer la droite correspondent a un coiit de 210 €.

Existe-t-il des points solutions du systeéme situés en dessous de cette droite ?

Déterminer graphiquement le nombre de ballotins de chaque sorte acheté qui permet 8 Madame Bomonde
un coft total minimum. Expliquer la méthode employée.

En déduire le cofit total de son achat pour la fin 2 000.
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Devoir surveillé n°4

Pourcentages — Indices — Systemes

EXERCICE 1 7 points

On trouve sur le site de 'INSEE? des données sur des ménages pauvres et sur celui de la CNAF® des données sur le
nombre de personnes titulaires du R.M.L.# & partir desquelles ont été établi des indices (base 100 en 2 000). Lensemble
est résumé dans le tableau ci-dessous :

Année 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
Ménages pauvres (en milliers) 1508 | 1483 | 1548 | 1510 | 1582 | 1514 | 1563 | 1570 | 1608

Indice des ménages pauvres

(base 100 en 2 000) 100

Titulaires du R.M.I.

2 101 104 1 1 1 11
(base 100 en 2 000) 9 97 0 0 00 98 00 05 3

1. (a) Compléter la ligne 3 avec les indices (arrondis a l'unité) correspondants au nombre de ménages pauvres,
base 100 en 2 000.

(b) Quelle a été la variation en pourcentage du nombre de ces ménages entre :
i. 2000et2001? ii. 2000et2004? iii. 2002 et2004? iv. 1996 et2004?
On justifiera les réponses en indiquant les calculs effectués.

2. (a) D’apreslesindications données par le tableau, comparer I’évolution du nombre de titulaires du R.M.I. et de
ménages pauvres entre 2 000 et 2 004.

(b) Peut-on dire qu’il y a plus de titulaires du R.M.1. que de ménages pauvres en 2 002 ?

3. Sachant que le nombre de titulaires du R.M.I. était de 396 160 en 1989, année de sa création, et de 1215300 en
2004:

(a) quel estl'indice correspondant a I'année 1989?
(b) quel serait l'indice correspondant a I'année 2 004 si la base était 100 en 1989 ?
(c) par quel coefficient le nombre de personnes titulaires du R.M.I. a-t-il été multiplié entre 1989 et 2004 ?

(d) quel estle pourcentage d’augmentation correspondant ?

EXERCICE 2 2 points
Parmi les systémes suivants, qu'on ne demande pas de résoudre, quels sont ceux qui ont une solution unique (justifier) ?

x+3y =2 , | 2x+3y =-1 5 | 2x+3y =-2x+13 2x+4y =1
Tl 3x+9y =1 Tl 2y+3x =-4 ) 2x-y =-1 | 3x+3y =-3y
EXERCICE 3 6 points

Résoudre le systéme suivant :
2x+y+z =1
X+2y+z =2
xX+y+2z =-3

EXERCICE 4 5 points

1. Le prix toutes taxes comprises d'un article est de 157 €.
Sachant que la TVA est de 5,5 %, quel était son prix hors taxe ?

2. Le prix d’un article a subi une baisse de 22 %.
Quel doit étre le taux d’augmentation pour que cet article retrouve son prix initial ?

3. Quelle doit étre la hausse chaque année pour que la hausse sur deux ans soit égale a 40 % ?

2Institut National de la Statistique et des Etudes Economiques : www.insee.fr
3Caisse Nationale d’Allocations Familiales : www.caf.fr
4Revenu Minimum d’Insertion
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Nombre dérivé
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5.1 Activités

Un corps en chute libre, 1aché sans vitesse initiale, parcourt au bout de ¢ secondes la distance d(#) (en metres) exprimée
par:d(t) = 52
1. Calculer la distance parcourue par le corps en chute libre au bout de 0, 1, 2, 3, 4, 5 secondes. Tracer la courbe
représentative € de la fonction d sur l'intervalle [0; 5].
2. Calculer la vitesse moyenne du corps en chute libre dans les intervalles de temps [0; 11; [1; 2] ; [2; 3]; [3; 4] ; [4; 5].
Que constate-t-on ?
Comment peut-on retrouver graphiquement ces vitesses moyennes ?

3. Inventer une maniere d’obtenir la vitesse instantanée a l'instant ¢ = 2.

Cette activité est a réaliser a l'aide du logiciel Geogebra.
On s'intéresse a la fonction définie sur R par f(x) = —x? + 25 et on appelle &2 sa courbe représentative.
On appelle :

e Tle point de &2 d’abscisse 1;

e Ty le point de &2 d’abscisse 1 + h ou h est un réel;

e Y lasécante (T Ty).

1. Dans un nouveau fichier, créer 22 et T.

On créera f (x) et le point (1; f(1)) dans la zone de saisie.
2. Créer un curseur (cinquieme bouton) nommé h pouvant varier de —5 a 5 et d'incrément 0,01.

3. Enutilisant le curseur h créer Ty, (1+ h; f(1+h)) et 2 = (T Tj,).
On affichera I'équation de 2 sous sa forme réduite : y = mx + p.

4. Conjecturer la valeur de m dans chacun des cas suivants :
e« h=-1; ¢« h=-0,5; « h=-0,1; ¢« h=-0,01.

5. Vérifier par le calcul votre conjecture dans les deux premiers cas.
6. Montrer, par le calcul, que, dans le cas général, m = -2 — h pour h #0
7. Quand h tend vers 0 :

(a) Vers quelle valeur tend m?

(b) Vers quel point tend My, ?

(c) Vers quelle droite tend la sécante & ?

(d) En déduire I'équation réduite de cette droite.

On appellera tangente a 22 au point d’abscisse 1, la droite de laquelle se rapproche la sécante d quand h tend vers 0 et
on appellera nombre dérivé de f (x) en 1 le coefficient directeur de la tangente.
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5.2 Nombre dérivé

Définition. On appelle accroissement moyen d’'une fonction f entre deux nombres distincts a et b le nombre :
fb) - fla)
b—a

On écrit la plupart du temps a + h a la place de b et la définition devient alors :

Définition 5.1 (Accroissement moyen d’'une fonction entre a et a+ h). On appelle accroissement moyen d’'une fonc-
fla+h) - f(a)

tion f entre deux nombres distincts a et a + h le nombre : 7

Les deux définitions sont équivalentes (il suffit de poser b = a + h). C’est la seconde que nous utiliserons pour la suite.
On a vu dans les activités que cet accroissement moyen tendait vers 'accroissement « instantané » quand & tendait
vers 0. Cet accroissement « instantané » est appelé nombre dérivé en mathématiques, et on a donc la définition suivante :

Définition 5.2 (Dérivabilité et nombre dérivé). Si, quand h tend vers 0, la quantité w tend vers un nombre

A, on dit que la fonction f est dérivable en a et on appelle A le nombre dérivé de f en a. On le note f(a).

Remarques. « On note parfois % I'accroissement moyen, surtout en physique.

Ax est la différence! entre deux valeurs de x, A f(x) celle entre les deux valeurs correspondantes de f(x).

« On note parfois % le nombre dérivé. Le d indique la encore une différence mais entre deux valeurs infiniment
proches.

« Ces nombres correspondent a des quantités concrétes qui dépendent de la nature de la fonction f ou de la va-
riable. Ainsi, si f(#) est la distance parcourue au bout d’'un temps ¢, la variation moyenne ne sera rien d’autre que
la vitesse moyenne et le nombre dérivé est la vitesse instantanée.

Exemple 5.1. La fonction f définie sur R par f(x) = x> — 7 est-elle dérivable en a = 2?

2+h)—-f(2
Pour le savoir étudions la quantité suivante : M

h
fR+m—-f@2 @+h3-23 8+12h+6h*+h>-8
h - h - h
_12h+6h*+h®  h(12+6h+h?)
- h - h

=12+6h+h%avec h#0

Lorsque h tend vers 0 (en restant différent de 0), 12 + 64 + h? tend vers 12. Donc f est dérivable en a = 2 et son nombre
dérivé en 2 est 12. On note alors f'(2) = 12.

5.3 Interprétation graphique du nombre dérivé

Définition 5.3 (Tangente a une courbe). On appelle tangente a une courbe € en un point M, appartenant a €, une
droite passant par M et qui, si elle existe, est aux alentours de M, la droite la plus proche de €.

Soit € la courbe représentative de la fonction f et A(a; f(a)) et B(a+ h; f(a+ h)), deux points de cette courbe.

fla+h)-f(a)
h

La quantité est le coefficient directeur de la droite (AB), sécante a la courbe.

w tend vers le

Lorsque h tend vers 0, la sécante (AB) tend vers la tangente a la courbe au point A et le nombre
coefficient directeur de la tangente en A.

On a donc la propriété suivante, qu’on admettra :

Propriété 5.1. Soit [ une fonction dérivable en a et € la courbe représentative de f .
Le nombre dérivé f'(a) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe 6 au point d’abscisse a.

Le schéma 5.1 page ci-contre illustre cette propriété.

Remarque. Le point A(a; f(a)) est un point de la courbe et est aussi un point de la tangente; en particulier, ses coor-
données vérifient 'équation de la tangente.

LA est la lettre grecque correspondant a D
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FIG. 5.1 — Interprétation graphique du nombre dérivé

y

fl@

5.4 Approximation affine d’'une fonction

Lidée de’approximation affine est de trouver une fonction affine qui au voisinage de a serait la plus proche possible
de f.

On a vu que la tangente a la courbe au point d’abscisse a était la droite la plus proche de la courbe au voisinage
de a. Or comme toute droite non paralléle a I'axe des ordonnées (c’est le cas de la tangente), elle est la représentation
graphique d'une fonction affine. Il est donc « naturel » de choisir comme approximation affine de la courbe au voisinage
de ala fonction dont la représentation graphique est la tangente a la courbe au point d’abscisse a.

Onadonc:

Définition 5.4. Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I contenant a.
On appelle approximation affine de f au voisinage de a, 1a fonction g, telle que : g(x) = f(a) + (@) (x — a)

Propriété 5.2. La représentation graphique de g est la tangente a la courbe de f au point d'abscisse a et son équation
réduite est donc y = f(a) + f'(a)(x — a).

Preuve. La tangente est la droite passant A(a; f(a)) et de coefficient directeur f'(a) or A(a; f(a)) appartient a la re-
présentation graphique de g car g(a) = f(a) + f'(a)(a— a) = f(a). Par ailleurs g est une fonction affine car g(x) =
fla+f@x-—a) =fax+ fla)—af (@) =mx+poum= f'(a) et p= f(a)— af'(a). g a donc pour représentation
graphique une droite passant par A et de coefficient directeur f’(a) qui est, par définition, la tangente a la courbe de f
en A. &

Lorsque x est proche de a la différence entre f(x) et
g(x) est petite et g(x) fournit une bonne approximation
de la valeur de f(x) tout en étant beaucoup plus facile a
calculer. Cette approximation est, dans bien des cas, suffi-
sante et elle est souvent utilisée, en particulier en écono-
mie.

En posant x = a+ h, on obtient :

gx)=gla+h) =fla)+ f(@a+h-—a)=fla)+hf (a). fla+h
. fl@+hf(@
Et on peut écrire : I
fla |
Quand h est proche de 0, f(a+h) = f(a) + hf'(a) ‘ I :
I I
Le schéma ci-contre illustre cela : tangente en A : :
e(h) est 'erreur commise lorsqu’on prend f(a) + hf'(a) 1 !
comme valeur de f(a+ h). Elle tend vers 0 quand h tend a a+h x

vers 0.

Exemple 5.2. Application a I’économie.
Un produit cotitant 100 euros au ler janvier 2006 a augmenté de 2% le ler février 2006 et le 1er mars 2006.

On peut calculer son cofit exact : 100 x (1 + %)2 =104,04

On peut aussi choisir d'utiliser 'approximation affine de f(x) = x*> au voisinage de 1: (1 + h)? = 1 +2h.

Ici, comme h est proche de 0 (h = %), 1 +2h fourni une approximation souvent suffisante de (1+ h)? etona:
100 x (14 25)% = 100 x (1+2 x 25) = 104
Lerreur commise est donc de 0,04 euros, ce qui peut étre, dans certains cas, considéré comme négligeable.
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5.5 Exercices

Tracer une courbe € représentant une fonction f définie sur I'intervalle [-3; 3] ayant les popriétés suivantes :
« f estdécroissante sur [-3; 0] ; » f estpaire;
o f(0)=-2et f'(0)=0; o f(3)=9.

Tracer une courbe € représentant une fonction f définie sur I'intervalle [0; 9] ayant les popriétés suivantes :
e f(0)=0; e« fB)=6etf'3)=1; o f(6)=6et f'(6)=—4.
o fH=3etf'(1)=2; o« fG)=Tetf'(5)=0;

Tracer une courbe € représentant une fonction f définie sur I'intervalle [0; 5] ayant les popriétés suivantes :

« f(O)=1; e fB)=-letf(5)=-1;
« f estdécroissante sur l'intervalle [0; 2]; e« f'2)=0, f'B)=1et f'(5)=-1;
o fadmeten 2 un minimum égal a -3;  pour tout x € [2;5], f(x) <O.

Tracer une courbe € représentant une fonction f définie sur I'intervalle [—4; 4] — 0 ayant les popriétés suivantes :
o f estimpaire; o ¥ admet la droite d’équation y = x comme axe de
e f(0,25)=4et f(0,5) =2; symétrie.
e f)y=1letf'1)=-1;

Montrer que I'approximation affine de f(x) = (1+ x)? en 0 de 'exemple 5.2 page précédente est la bonne.

Onpose f(x) =1+ x)3 et on cherche g(x), une approximation affine de f au voisinage de 0.
1. Déterminer g(x);
2. Calculer, de téte, g(x) lorsque x =0, 1, lorsque x = 0,01 et lorsque x = 0,001;

3. Calculer f(x) pour chacune de ces valeurs et déterminer I'erreur commise lorsqu’on prend g(x) comme valeur
approchée de f(x) pour chacune de ces valeurs de x.

Déterminer les approximations affines des fonctions suivantes au voisinage de 0 :

L f)=1; 2. gx)=v1+x;
1 1 1
3. Calculer, de téte, des valeurs approchées de : 11102’ 0.99° v1,1,v/1,02 et 1/0,99.

On donne page ci-contre la courbe représentative ¢ de la fonction f en y indiquant les droites tangentes aux points A,
BetC.

1. Donner par lecture graphique f(—2) et f(6)
2. Donner par lecture graphique f'(-2), f'(6) et f'(2)

3. Déterminer I’équation de la tangente a € au point d’abscisse —2.
Al'aide d’une approximation affine de f, donner une estimation de f(—1,9)

La courbe ¥ page suivante est la représentation graphique d’'une fonction f définie et dérivable sur R, dans un repeére
orthogonal.

1. Déterminer graphiquement :
(@ f(0)et f'(0);
(b) f(-1)et f'(-1);
© f@etf'@2);
(d) Léquation de la tangente T_; au point d’abscisse —1;
(e) L'équation de la tangente 7> au point d’abscisse 0.
2. Ladroite T tangente a la courbe €6 au point d’abscisse —2 et d’'ordonnée —1 passe par le point A de coordonnées
(1;26)
(a) Déterminer par le calcul une équation de T.
(b) En déduire f’'(-2).
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FIG. 5.2 — Figure de 'exercice 5.8

FI1G. 5.3 — Figure de l'exercice 5.9

David ROBERT 51






Nom : Lundi 25 janvier — 2h00

Devoir surveillé n°5

Systemes — Nombre dérivé

EXERCICE 1 3 points
Résoudre le systéme . suivant (la calculatrice est autorisée) :

2x+2y—-2z=-5
FL x+y+2z=2
3x-y—-4z=-1

EXERCICE 2 10 points
Une couturiere fabrique des pantalons suivant deux modeles A et B. Elle dipose de 15 m de tissu par semaine et travaille
40 heures par semaine.

Le modéle A nécessite 1 metre de tissu et 4 heures de travail.

Le modele B nécessite 1,50 metre de tissu et 2 heures de travail.

On note x le nombre de pantalons du modele A et y le nombre de pantalons du modele B fabriqués par semaine.

On admet que x et y ne sont pas forcément des nombres entiers car un pantalon peut étre débuté une semaine et fini la
suivante.

1. Montrer que les productions hebdomadaires de la couturiere sont soumises aux contraintes suivantes :
x=0
y=0

2x+3y=<30
2x+y=<20

2. Représenter graphiquement les contraintes de production dans le repeére fourni en annexe ( page 55).
3. Utiliser le graphique pour répondre aux questions 3a et 3b.

(a) Sila couturiere produit dans sa semaine 8 pantalons du modele A, combien de pantalons du modele B
peut-elle produire ?

(b) Si la couturiere produit dans sa semaine 8 pantalons du modéle B, combien de pantalons du modele A
peut-elle produire ?

4. Sur un pantalon du modéele A, la couturieére fait un bénéfice de 60 € et sur un pantalon du modele B un bénéfice
de 40 €. On suppose qu’elle vend toute sa production.

(a) Exprimer en fonction de x et y le bénéfice hebdomadaire R qu’elle peut réaliser.
(b) Représenter sur le graphique précédent les couples (x; y) qui permettent de réaliser un bénéfice de 240 €.

(c) Déterminer graphiquement le nombre de pantalons de chaque modele a fabriquer par semaine pour que le
bénéfice soit maximal.

(d) Quel est alors le bénéfice en euros ?

5. Retrouver le résultat de la question 4c par le calcul.
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EXERCICE 3 3 points
Tracer sur le repere ci-dessous la représentation graphique ¢ d’une fonction f vérifiant les conditions suivantes :

o f estdéfinie sur [-5;5];

o f estpaire;

. f(0)=3, f@=1 et f(4)=2;

. f@=0, fl@=-3 et f'4)=3.
On fera apparaitre toutes les tangentes qu'on peut déduire de I'énoncé.

EXERCICE 4 4 points

On donne ci-dessous la courbe représentative 6 d'une fonction définie f sur R ainsi que les tangentes a cette courbe
en certains points.

1. Donner par lecture graphique f(3), f(-2) et f(-9).
2. Donner par lecture graphique f'(3), f'(-2) et f'(-9).
3. (a) Déterminer I'équation réduite de T, la tangente a ¢ au point d’abscisse 3.

(b) ATaide d’'une approximation affine de f, donner une estimation de f(3,01).
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FIG. 5.4 — Graphique de I'exercice 2
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Fonction dérivée
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6.1 Activités

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —x? + 4.
1. Déterminer les valeurs des nombres dérivés en a dans les cas suivants :
e a=-2; e a=0; e a=1.
. a:—l; . a:0,5;
2. Cas général : déterminer, en fonction de q, la valeur du nombre dérivé.

On obtient ainsi une fonction, qui dépend de f, qui a tout réel x associe le nombre dérivé de f en x. Une telle
fonction est appelée fonction dérivée de f et est notée f'. Ainsi, pour f(x) = —x? +4, f'(x) = —2x, pour tout x € R.

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions usuelles suivantes :

. fX)=k; o f(xX)=mx+p; o fx)=x%; . f0)=x%

Reprenons la fonction de I'activité 6.1 : f(x) = —x? +4 et rappelons que le nombre dérivé en x est le coefficient directeur
de la tangente a la courbe au point d’abscisse x.

1. Déterminer, a I'aide d’une calculatrice graphique et par lecture graphique, les variations de f en fonction de x.
2. Comment cela se traduit-il pour les coefficients directeurs des tangentes a la courbe ?

3. En déduire un lien entre les variations de f et la fonction dérivée f'.

On s'intéresse a la fonction définie sur R par f(x) = x> —3x
1. Montrer que f'(x) = 3x? - 3.
2. Etudier le signe de f’(x) selon les valeurs de x.
3. Dresser le tableau des variations de f, en faisant apparaitre une ligne indiquant le signe de f.
4. Qu'observe-t-on en —1 eten 1, pour f 2 Comment cela se traduit-il pour f'?

On dit que f admet en —1 et en 1 des extremums locaux.
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6.2 Fonction dérivée

Définition 6.1. On dit qu'une fonction f est dérivable sur un ensemble I lorsqu’elle est dérivable en tout nombre de
cet ensemble et on note f’ la fonction qui a tout nombre x de cet ensemble associe le nombre dérivé de f en x. Cette
fonction s’appelle la fonction dérivée de f.

6.3 Fonctions dérivées des fonctions usuelles

On admettra' que les fonctions usuelles ont les fonctions dérivées suivantes :

Propriété 6.1. Les fonctions dérivées des fonctions usuelles sont données par le tableau suivant :

Fonction f définie sur | Fonction dérivée f'  définie sur

f(x) = k (constante) R flx)=0 R

fx)=mx+p R flx)=m R

f(x) = x" avec n e N* R £/ = nx"L R

1 * * Dy — n "

f(x)zﬁavecnel\l R f(x)__W R

1
X) =V R* = [0; +oc0 "x)= — R* =]0; +o00
fx)=vx [ [ ) e ] [
Remarque. Sil'onremarque que f(x) = xln =x""etque f'(x) = —x,’fﬂ =-nx"""!, onaalors:

f(x) = x" pour n € Z* a pour fonction dérivée f'(x) = nx" L.

Ainsi, pour obtenir la fonction dérivée de f(x) = é = x~2, on peut appliquer 'une ou I'autre formule :

n 2 2 _ o _ 2
f'(x)=—W=—W=—Fouf’(x)=nx” 1= ox 2 1=—2x 3:—F
6.4 Opérations sur les fonctions dérivées
Propriété 6.2. Soient u et v définies et dérivables sur un méme intervalle I.
Fonction Fonction dérivée | Exemple
ku avec k € R ku' Si f(x) =4x3 alors f'(x) =4 x (3x%) = 12x*
u+v u + v Sif(x):x+%alorsf’(x)=1—ﬁ
9 _ / _ ) 1 _ 3
Ux D Lo+ un Stf(x)—xﬁalorsf(x)_lxﬁ+xxm_\/}+§\/}_§ﬁ
avecx 20
u" avec neN* nu'u"! Si f(x) = (x2—1)" alors f'(x) =4 (2x) (x> —1)° = 8x (x2-1)°
1 4 ,
- avec v(x) 0 _% Slf(x):m alorsff(x)z_%
u u'v—uv . _ —(2x—
~ avec v(x) £0 — Si f(x) = 2= alors f'(x) = (2)(3"?323”(22);“ DB _ (3x3—2)2
Preuve. « Montrons que (ku)’ = ku'
ku(a+ h) - ku(a) 3 klu(a+ h)—u(a)) —k u(a+ h)—u(a)
h - h - h
ku(a+h)—ku(a) u(a+h)—u(a)

Donc, lorsque h tend vers 0, tend vers la méme chose que k , C'est-a-dire ku/

h h

« Montrons que (u+v)' =u' +v'

(u+v)(a+h)—(u+v)(a) _ u(a+h)+v(a+h)—u(a)—v(a) _ u(a+h)—ula) via+h) -via)
h - h - h h

+ +h) - (u+
Dong, lorsque h tend vers 0, (utv)ath)=(u+v)a tend vers la méme chose que

u(a+ h)—u(a) N via+h)—v(a)
h h

LCertaines démonstrations ont été faites en activité ou seront faites en exercice

, C'est-a-dire u' + v/
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1Y u'
» Montrons que (—) =-—
u u
1 1 u(a)—u(a+h)
u(a+h) ~ ul@ _ ula+rhula) _ ( u(a)—ula+ h)) 1
h h h u(a+ hu(a)
u(a)—ula+h 1 1
Lorsque que h tend vers 0, w tend, par définition, vers —u'(a) et ——————— tend vers 0 donc
| | h u(a+ h)u(a) u-(a)
—_— u/ a
arh) w@ tend vers — (a)
h u?(a)
« On admettra que (uv) = u'v+ uv'

wy uv-uv
+ Montrons que(—) =
v v )

V2

v’) uv  uv
v? v?

!/ !/ ! u 1 uy' !/ 1
Onavuque (uv) =u'v+uv,or —=ux —,donc(—) SuUX—+tux|—-——|=
v v v v
o On admettra les autres propriétés.

¢

Remarque. Seules les deux premieres formules sont intuitives, les autres sont a apprendre par coeur.

En particulier la dérivée d'un produit (ou d'un quotient) n’est pas égal au produit (ou au quotient) des dérivées. Un
exemple : cherchons la dérivée de (x +2) x (x +3)

On peut I'obtenir en développant : (x +2) x (x+3) = x> + 5x + 6 dont la dérivée est 2x +5.

Or la dérivée de chaque facteurest 1, et 1 x 1 #2x +5!

La formule, elle, donne la bonne dérivée (x +2)'(x +3) + (x +2)(x +3) =1 x (x +3) + (x +2) x 1 =2x +5.

6.5 Dérivée des fonctions de la forme f(x) = g(mx+ p)

On admettra le résultat suivant :

Propriété 6.3. Soit f(x) = g(mx+ p) oiv m et p sont des réels et g une fonction définie et dérivable, alors f est dérivable
et f'(x) = mg'(mx+ p)

Exemple 6.1. Soit f définie sur [1;+oo] par f(x) = V3x—1.
Ona f(x) = g83x—1) avec g(X) = VX.
Oorg'(x)= #Y pour X > 0.

Donc f'(x) =3g'(3x—1) :32\/#7_1 = 2\/% pour x € ]%;+oo[

6.6 Variations d’une fonction

On a vu que la tangente a la courbe au point d’abscisse x est la droite la plus proche de la courbe au voisinage du
point de la courbe d’abscisse x.

Il est naturel de penser que lorsque la tangente monte, la courbe monte et que lorsque la tangente descend, la courbe
descend, et réciproquement ou, plus mathématiquement, que lorsque la fonction affine dont la tangente est la repré-
sentation graphique est croissante (respectivement décroissante), f est aussi croissante (respectivement décroissante)
et réciproquement.

Or la croissance et la décroissance d’'une fonction affine dépendent du signe de son coefficient directeur, ici f’(x).
Ainsi, étudier les variations de f revient donc a étudier le signe de sa fonction dérivée selon les valeurs de x.

On admettra donc le résultat suivant :

Théoréme 6.4. Soit [ une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et f' sa fonction dérivée
o f'(x) =0 pourtout x € I & f croissante sur I

o f'(x) <0 pourtout x € I & f décroissante sur I

o f'(x) =0 pourtout x € I < f constante sur I

On admettra aussi la propriété suivante :

Propriété 6.5. Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et f' sa fonction dérivée Si f'(x) > 0 pour tout
x € I (respectivement f'(x) < 0), alors f est strictement croissante sur I (resp. strictement décroissante)

Remarque. On notera qu'on n’a pas ’équivalence (<) dans ce cas, une fonction pouvant étre strictement croissante
avec une dérivée qui s’annule seulement en quelques valeurs. C’est le cas, par exemple, de la fonction cube, dont la
dérivée s’annule seulement en 0.
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6.7 Extremum local

Par ailleurs, lorsque la fonction change de sens de variation en a, on dit qu'elle admet un extremum local en a
(minimum ou maximum). On a donc :

Propriété 6.6. Soit f une fonction définie et dérivable su un intervalle I contenant a et ' sa fonction dérivée.
[ sannule et change de signe en a < f admet un extremum local en a

Onl'admettra

On a un maximum lorsque f'(x) est positive avant a et négative apres, et un minimum lorsque f'(x) est négative
avant a et positive apres.

Remarque. Local signifie qu’aux alentours de a ce sera un extremum mais, qu’ailleurs, il se peut que f prenne des
valeurs supérieures ou inférieures a cet extremum comme on a pu le voir dans l'activité 6.4 page 57.

6.8 Exercices et problemes

6.8.1 Exercices

Montrer que la fonction racine carrée est dérivable en tout nombre appartenant a ]0; +oo[ mais pas en 0

Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

1. f(x)=3x*-2x3+5x-4 5. f(x)=(2x+3)3x-7)
2. f=vx(1-1) 2x+4 .
x+5 6. f(x)= pour x # 3
= 3x-1
3 I00=a
4. f(x)=4x2-3x+1 7. f(x) = (2x2+3x+1)°

Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

— (42 2 1 4
L. f(x)=(x +x2+1) ) 6. fl)= +x)
2. f)=(x-1)"8-x) 1-x
3. f)=x-D*x+D* 21

7. f(x)=(x*—-<)(x+vVx

4. f(x)=x3(1+ﬁ) f ( x)( \/_)
5. f(x)=4x*\/x 8. fx)=v2-x

Dériver les fonctions f et g définies ci-dessous :

1. f(x)=

sur |0; +o0o[;

x
x+vx

La courbe (%f) de la figure ci-contre est une partie de la
courbe représentative, relativement a un repere orthogo-
nal, d'une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle
[—4; +ool.
On donne les renseignements suivants :
« les points A(-3;0), B(-2; @) ot @ = 7,39 et C(0; 3)
sont des points de la courbe (€y);
« I'axe des abscisses est asymptote a la courbe (€) en
+00.
« la fonction f est décroissante sur lintervalle
[—2; +oo[;
+ la droite tangente a la courbe () en son point C
passe par le point D(2; —1). On note f’ la fonction

dérivée de la fonction f. 4
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Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse a I'aide des renseigne-
ments ci-dessus ou du graphique.

L fl0)=-1.
2. Pour tout x élément de l'intervalle [-2; +oo[, on a: f'(x) <O0.

3. Soit une fonction g telle que g’ = f sur 'intervalle [-4; +oo|, alors la fonction g est décroissante sur I'intervalle
[-2; +ool.

Questionnaire a choix multiples
Pour chaque question, une seule des trois réponses est exacte
Soit f une fonction définie et dérivable sur I'intervalle ] — 5; +oo[ dont le tableau de variations est donné ci-dessous.

X -5 -1 0 2 +00

| T N

— ,5
On désigne par € la courbe représentative de f.
1. Surl'intervalle ] —5; +ool, 'équation 2. On sait que f'(2) = 0. Léquation de la tangente a € au
f)y=-2 point d’abscisse 2 est :
« admet une seule solution o y=4
« admet deux solutions o y=4(x-2)
« admet quatre solutions. o x=4.
3. On sait que I’équation de la tangente a € 4. Surl'intervalle [-1; 0], la fonction g définie par g(x) =
au point de coordonnées (1;2) est y =3x—1. 1
Ona: fx)
e f2)=1 « est croissante
e fl(1)=-1 « est décroissante
o f'(1)=3. « n’est pas monotone.
y

On a représenté ci-contre, dans un repere orthonormal,
la courbe représentative I' d'une fonction g définie et dé-
rivable sur R. La courbe IT" passe par les points O(0; 0) et
A2;2).

La droite (AB) est la tangente en A a la courbe I'. La tan-
gente a I' au point C d’abscisse 1 est parallele a 'axe des
abscisses.

1. Déterminer graphiquement les valeurs de g(0), g(2),
g etg'2). |

2. Une des représentations graphiques page suivante,
représente la fonction dérivée g’ de g. Déterminer
laquelle.

3. Une des représentations graphiques page suivante,
représente une fonction # telle que k' = f sur R. Dé-
terminer laquelle.

Vous justifierez vos choix a l'aide d'arguments basés sur
I'examen des représentations graphiques.
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62

F1G. 6.1 — Courbes de I'exercice 6.7

Courbe 1

Courbe 3

Courbe 2
y
9?
8,?
—
2.3 5 .6 .7 %
2D
Courbe 4
44
.34
24
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On a représenté ci-dessous la courbe représentative I', dans un repére orthonornal, d'une fonction f définie sur R. La
courbe I passe par les points A(0; 2) et C(—2; 0) et la droite (AB) est la tangente en AaT. Latangente a ' en son point
D d’abscisse —1 est parallele a I’axe des abscisses.

1. Déterminer, a 'aide des renseignements fournis par
I’énoncé, les valeurs de f(0) et de f(0).

2. Parmi les trois représentations graphiques ci-
dessous, une représente la fonction dérivée f' de
f et une autre représente une fonction & telle que
R = f sur R. Déterminer la courbe associée a Ia ‘

fonction f’ et celle qui est associée a la fonction h. -3
Vous expliquerez avec soin les raisons de votre choix
Courbe 1 Courbe 2

I
\S]
|
T

-2 4
y
La courbe €y ci-contre est la représentation graphique 51 B @
d’une fonction f définie et dérivable sur I'intervalle [0; 6]. !
Soit Ale point du plan de coordonnées (—1; 0) et B le point 4+
du plan de coordonnées (1; 5). Le point B appartient a la
courbe €y. 3

La droite (AB) est la tangente a la courbe 6 au point B.

1. Déterminer f'(1), ou f’ est la fonction dérivée de la

fonction f sur I'intervalle [0;6]. 14
2. L'une des trois courbes €6, 6>, et 63 représentées , A ] | | | | | i
sur les figures 1, 2 et 3 page suivante représente la b 1 O 7 i é é zi é é X

fonction f'. Laquelle ? Justifier votre réponse. 1

Soit f(x) = 2x% + 3x + 4 définie sur R.
1. Etudier le signe de f’(x) selon les valeurs de x.
2. En déduire les variations de f.
3. Dresser le tableau des variations de f eny indiquant le signe de la fonction dérivée.
4

. Montrer que f admet un extremum.

On donne f(x) = 8x® — 15x% + 18x — 7 définie sur [0;2].
1. Etudierle signe de f’(x) selon les valeurs de x.
2. En déduire les variations de f.
3. Dresser le tableau des variations de f.
4

. Tracer les tangentes a la courbe représentative de f aux points d’abscisse 0, 1 et 2 ainsi qu’aux extremums locaux,
puis la courbe de f.

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = x> — 4x? + 4x

1. Calculer la dérivée f’ de f. Etudier son signe. Dresser le tableau des variations de f en précisant les éventuels
extremums.

2. Tracer la courbe représentative de f sur I'intervalle [-1;3].

3. Déterminer par le calcul les coordonnées des points d’interception de la courbe avec I’axe des abscisses.
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F1G. 6.2 — Courbes de I'exercice 6.9

Figure 1
y
61
J
(0] 7 X
y Figure 3
Figure 2
¥ ,
€3
€

J J
O i k/— X O i x

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = x> —3x — 3 On note € sa représentation graphique.
1. Calculer la dérivée f’ de f. Etudier son signe. Dresser le tableau des variations de f.

Déterminer une équation de la tangente T a ¢ au point d’abscisse 0.

. Tracer T et 6.

. Démontrer que I'’équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans 'intervalle [2;3].

oA W oN

. Donner une valeur approchée de a, par défaut, a 10! pres.

1
On consideére la fonction g définie sur R* par: g(x) = —+x
X

Déterminer g’ (x) pour x € R*.

Etudier le signe de la dérivée g’.

Dresser le tableau des variations de g.
Déterminer si g admet des extremums locaux.

ARSI A

Tracer la représentation graphique de la fonction g

2x+3
Soit f la fonction définie sur R— {1} par: f(x) = al T
X —

On note € sa représentation grahique.
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. Calculer la dérivée f’ de f.

. Soit A le point d’intersection de € avec I'axe des abscisses. Calculer les coordonnées de A, puis une équation de

la tangente T4 ala courbe € en A.

. Soit B le point d’intersection de € avec I’axe des ordonnées. Calculer les coordonnées de B, puis une équation de

la tangente Tp ala courbe € en B.

. Tracer dans un méme repere T4, Tp et 6.

On considere les deux fonctions f et g définies sur R par: f(x) = x> —3x et g(x) = x> —3x.

1.
2.
3.

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) =

1
2
3
4

Calculer la dérivée f’ de f, étudier son signe et dresser le tableau des variations de f.
Faire de méme pour g.

(a) Tracer soigneusement, dans un repere, les courbes € et 6 représentant les fonctions f et g. (On se limitera
al'intervalle [-2;2] et on prendra un pas de 0,5).

(b) ATaide du graphique, déterminer le nombre de points d’intersection entre 6 et 6 et leurs coordonnées.

(c) Retrouver ces résultats par le calcul.

X2 +1

Démontrer que f est une fonction impaire.

Calculer la dérivée f’ de la fonction f et étudier son signe.

Dresser le tableau des variations de f en précisant la valeur M de son maximum et la valeur m de son minimum.

Tracer la représentation graphique de f sur l'intervalle [—4;4].

2

On considere les deux fonctions f et g définies sur Rpar: f(x) =x—1let g(x) = X

1.
2.
3.

x—-1
Calculer la dérivée f’ de f, étudier son signe et en déduire le tableau des variations de f.

Calculer la dérivée g’ de g, étudier son signe et en déduire le tableau des variations de g.

(a) Tracer soigneusement, dans un repere, les courbes € et ‘6 représentant les fonctions f et g. (On se limitera
alintervalle [—-3;5] et on prendra un pas de 0,25).

(b) Al'aide du graphique, déterminer le nombre de points d’intersections entre € et 6g et leurs coordonnées.

(c) Retrouver ces résultats par le calcul.

Question préliminaire : factoriser le polynéme P(x) = x> +2x —3
On considere les fonctions f et g définies sur R par: f(x) = —2x*+1 et g(x) = x> —3x+1.

1.

Soit f la fonction définie sur R— {1} par: f(x) =

On appelle € sa représentation graphique dans un repére (O; 7, 7)

Etudier la parité des fonctions f et g.

2. Calculer les dérivées f' et g'. Etudier leur signe.

3. Dresser les tableaux des variations des fonctions f et g.
4.
5

. Résoudre par le calcul I'inéquation f(x) < g(x). (On pourra utiliser la question préliminaire).

Tracer les représentations graphiques 6r et €, des fonctions f et g. (On se limitera a I'intervalle [-3;3]).

x> -3x+6

-

1. Préciser 'ensemble de dérivabilité de la fonction f et déterminer f'(x).
2. Ftudier le sens de variation de f.

3. Déterminer une équation de la tangente T a € au point d’abscisse 2.

4.
5
6
7.

Déterminer les abscisses des points de € ou la tangente est parallele a I’axe des abscisses.

. Peut-on trouver des points de € ot la tangente est paralléle a la droite d’équation y = x?

. Déterminer les abscisses des points de % ot la tangente a pour coefficient direteur -3.

(a) Déterminer une approximation affine locale au voisinage de 2.
(b) En déduire une valeur aprochée de f(2,003) et de f(1,996).

8. Démontrer que le point Q(1;—1) est centre de symétrie de €
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6.8.2 Problemes

On considere un rectangle dont le périmetre P est égal a 4 cm.
1. Déterminer ses dimensions (Longueur L et largeur /) sachant que son aire S est égale a ?—1 cm?
2. On recherche maintenant les dimensions du rectangle de facon que son aire S soit maximale.
(a) Exprimer S en fonction de /
(b) On considere la fonction f définie sur R par f(x) = x(2 — x).
Calculer la dérivée f' et étudier son signe. Dresser le tableau des variations de f. Tracer sa représentation
graphique ¥ sur l'intervalle [0;2].

(c) En déduire les dimensions du rectangle dont le périmetre P est égal a 4 cm et I'aire S est maximale.

Un fermier décide de réaliser un poulailler (de forme rectangulaire) le long du mur de sa maison. Ce poulailler devra
avoir une aire de 392 m?. Ot doit-on placer les piquets A et B pour que la longueur de la cléture soit minimale ?
La figure ci-dessous représente le poulailler accolé a la ferme en vue de dessus. On appelle x la distance séparant chaque
piquet au mur et y la distace entre les deux piquets A et B. (On adonc x >0 et y > 0).
1. Sachant que I'aire du poulailler est de 392 m?, exprimer y en fonction de x.
) _ 2x% +392
2. Démontrer que la longueur /(x) du grillage est : [(x) = ———

3. Calculer la dérivée I’ de I. en déduire le tableau des variations de 1.
4. En déduire les dimensions x et y pour lesquelle la cl6ture a une longueur minimale. Préciser cette longueur.

Mur de la ferme

1. On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = 2x> — 60x? +450x
(a) Etudier les variations de f sur l'intervalle [0;20]. Dresser le tableau des variations de f.
(b) Déterminer une équation de la tangente A a la représentation graphique de f au point d’abscisse 0.
(c) Déterminer, par calcul, les coordonnées des points d’intersection de <€f avec I’axe des abscisses.
(d) Tracer A etlareprésentation graphique de f pour x € [0;20].

2. Un fabricant envisage la production de briques de lait en carton obtenues en découpant deux bandes de méme
largeur dans une feuille carrée (voir la figure de la présente page). Le coté de la feuille carrée mesure 30 cm et on
désigne par x la mesure (en centimetres) de la largeur des bandes découpées. On suppose que 0 < x < 15.

(a) Démontrer que le volume (en cm?®) de la boite est V(x) = 2x% — 60x? + 450x.
(b) Pour quelle valeur de x le volume V (x) est-il maximal ? Préciser la valeur de ce volume maximal en litres.

Découpages et pliages
__________ - /R ———
bande découpée | e X > <L e
—————— :
|
|
|
Lait :Lait

30

66 http:/lperpendiculaires.free.fr/


http://perpendiculaires.free.fr/

Premiére ES - 2007-2 008 6.8 Exercices et problemes

On dispose d’'une feuille de dimensions 21 cm x 29,7 cm avec laquelle on veut fabriquer une boite sans couvercle.
Pour cela on découpe aux quatre coins de la feuille un carré de c6té x. On obtient le patron de la boite. On se propose
d’étudier le volume de la boite en fonction de x.

1. Quelles sont les valeurs possibles pour x ?

2. On appelle V(x) le volume de la boite.
(a) Montrer que V(x) = x(29,7-2x)(21 - 2x).
(b) Etudier les variations de V.

(c) En déduire la (ou les) valeur(s) de x pour laquelle (lesquelles) le volume de la boite est maximum. On don-
nera le(s) résultat(s) au millimetre.

29,7

21

Quel doit étre le format (hauteur, rayon) d’'une boite de conserve cylindrique pour que, pour un volume donné, la
quantité de métal pour la concevoir, qu’on supposera proportionnelle a sa surface, soit minimale.

x> +ax+b
Soit € la représentation graphique d la fonction f définie sur R— {2} par: f(x) = ———3 oua,belR.

1. Déterminer f'(x).
2. Déterminer a et b tels que la droite d’équation y = 8 soit tangente a € au point d’abscisse 3.

3. Déterminer I'abscisse de I'autre point de € ou la tangente est horizontale.

Une parabole 2 admet, dans un repere (O; 7, 7), une équation du type : y = ax® + bx + ¢ avec a # 0.

Déterminer les coefficients a, b et ¢ sachant que &2 coupe I'axe des abscisses au point A d’abscisse 3, 1'axe des ordonnées
au point B d’'ordonnées 2 et qu’elle admet en ce point la droite d’équation y = 2x + 2 pour tangente.

Indiquer I’abscisse du second point d’intersection de 22 avec |’axe des abscisses.

Une entreprise fabrique x portes blindées par jour, x variant de 0 a 120. On estime que le cofit total de fabrication, noté
C(x), est donné, en euros, par : C(x) = 0,001x> — 0, 1x% +95x + 1500.

Larecette de 'entreprise obtenue par la vente de x portes, notée R(x), en euros, est donnée par : R(x) = 228x.

On suppose que chaque porte est vendue.

1. Etude de la fonction bénéfice
(a) Exprimer B(x) en fonction de x.
(b) Calculer B'(x) pour tout x de [0; 120].
(c) Etudierle signe de B’ (x) puis dresser le tableau des variations de la fonction B.

(d) ATaide du tableau de variation et d’un tableau de valeurs donné par la calculatrice, donner les arrondis au
dixiéme des solutions de I'équation B(x) = 0.

En déduire le nombre de portes vendues pour que la fabrication soit rentable. Justifier votre réponse.
(e) Pour quel nombre de portes vendues, le bénéfice est-il maximal ? Justifier votre réponse.
2. Courbe représentative de la fonction B
(a) Dans unrepere orthogonal, tracer la courbe représentative de la fonction B.

(b) Vérifier graphiquement vos réponses aux questions d) et e) de la partie 1.
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Une entreprise fabrique des pizzas comptées par lots de 40 pizzas. On suppose qu’elle vend toute sa production. Les
colts de production sont, d’'une part, les cofits fixes (amortissement du four, assurances, etc.), d’autre part, les cofits
variables (ingrédients, salaires, etc.) qui dépendent du nombre g de lots fabriqués.

On estime que la fonction de cott total de cette entreprise est donnée par la fonction suivante :

C( _l 3 5 2
q)_zq 2q°+5qg+20

ol g est le nombre de lots fabriqués et C(qg) est exprimé en dizaine d’euros.

1. Etudes du cofit marginal et du cofit total.
Le cotit marginal, noté C,,(g) est, pour une quantité g donnée, 'augmentation du cofit occasionnée par la pro-
duction d’'une unité supplémentaire. Sa valeur exacte est donc C,,(q) = C(g + 1) — C(g) mais dans la pratique on
prend la valeur approchée C,(g) = C'(¢), la différence entre les deux valeurs étant négligeable.

(a) Etudier les variations de la fonction C sur l'intervalle [1; 8].
(b) Etudier les variations de la fonction C’ sur 'intervalle [1; 8].

(c) Représenter graphiquement, dans le méme repeére, les fonctions C et C’ (unités graphiques : 2 cm pour un
lot en abscisses et 1 cm pour 5 dizaines d’euros en ordonnées).

2. Ftude du cotit moyen.

Le cofit de production par unité produite est appelé cotit moyen de production; on le note généralement Cys(g).

On adonc Cy(q) = %

(a) Une fonction auxiliaire
Soit D(q) la fonction définie sur [1; 8] par D(g) = g° +64g° — 20
i. Etudier les variations de D(q) puis dresser son tableau de variations.
ii. En déduire que I'équation D(gq) = 0 admet une unique solution gy dans [1; 8].
iii. Alaide de la calculatrice, donner une valeur approchée de o au dixieéme.
(b) Expliquer pourquoi l’entreprise a tout intérét a produire une quantité telle que Cy;(q) soit minimale.
q°+64°—20

q
(d) Dresser le tableau des variations de Cy;

(c) Montrer que C),(q) =

(e) En déduire la production optimale de I’entreprise.
(f) i. Représenter Cys dans le méme graphique que C et Cy,.

ii. Déterminer I'abscisse du point d’'intersection des courbes de Cys et Cy,.
Que constate-t-on ? Cette propriété est toujours vraie.

3. Concurrence parfaite.
Dans cette partie on suppose que I'on est en situation de concurrence parfaite, c’est-a-dire que le prix de vente
est imposé par le marché.
Le prix de vente du lot est calculé a partir du prix de vente unitaire fixé a 7,5 € la pizza.

(a) Calculer le prix de vente d’'un lot de pizzas.
Quelle est la recette R(g), en dizaines d’euros, pour g lots vendus ?

(b) Sur le méme graphique que précédemment, tracer la droite d’équation y = 30.

(c) «Tant que le cott marginal est inférieur au prix de vente, 'entreprise a intérét a produire. »
Expliquer pourquoi.

(d) Le bénéfice produit par la vente de g lots de pizzas est B(q) = R(qg) — C(q).
Etudier les variations de la fonction B et en déduire la production qui assure le bénéfice maximal.
Que représente cette production sur le graphique précédent ?
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Devoir surveillé n°6

Fonction dérivée

EXERCICE 1

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :
L f)=(x*+2x+ 3)3 définie et dérivable sur R.
2. g(x) = x3(1+/x) définie et dérivable sur ]0; +ool.

+1
3. hix)= % définie et dérivable sur R\{3}

EXERCICE 2

Partie A

Un artisan fabrique des objets en bois qu'’il propose ensuite aux touristes de passage.
Pour chaque semaine, il estime que le cotit de production de x objets est donné par :

C(x) = x* + 60x + 121 oi1 x est compris entre 1 et 30.

C
Le colit moyen de production d'un objet est donné par f(x) = (_x)

, x?—121
1. Montrer que f'(x) = ———.
X
2. Ftudier le signe de f'(x) et dresser le tableau de variation de f sur I'intervalle [1; 30].
3. Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous. On arrondira a 107! les valeurs.
X 11214 )|8]11 15 20 25 30
fx) 83,1 89,8

4. Construire la courbe représentative de f dans un repere orthogonal sur papier millimétré (unités graphiques: 1
cm = 2 objets en abscisses; 1 cm = 10 € en ordonnées).

Partie B
Lartisan vend chaque objet 110 €.

1. Montrer que le bénéfice réalisé apres la fabrication et la vente de x objets est donné par :
B(x) = —x% +50x — 121 ou1 x est pris dans [1; 30].

2. Calculer B'(x) et étudier son signe.

3. Dresser le tableau de variations de la fonction B et en déduire le nombre d’objets a fabriquer et a vendre pour
réaliser un bénéfice maximal.
Donner ce bénéfice maximal.

EXERCICE 3

2

x“—11x+28

f estla fontion définie sur R\{3} par: f(x) = 3
x p—

On note € la courbe représentative de f dans un repere du plan.
On donne en annexe page suivante un repere dans lequel une partie de € est déja tracée.
1. f est dérivable sur R\{3} et on note f’la fonction dérivée de f.
x2—6x+5
(x-3)2 °
(b) Etudierle signe de f’(x) selon les valeurs de x et établir le tableau de variation de la fonction f (on indiquera
les extremums locaux de f).

(@) Justifer que f’(x) =

2. (a) Déterminer, s'ily en a, les abscisses des points de € ot la tangente est parallele a ’axe des abscisses.
(b) Soit T la tangente a € au point d’abscisse 0. Déterminer une équation de 7.

3. (a) Déterminer les abscisses x; et x» des points d’intersection de ¢ avec I’axe des abscisses.
(b) Déterminer f(x;) et f'(x2). A quoi correspondent ces deux nombres ?

4. Sur le repere donné en annexe page 70 :

(a) Placer les points correspondants aux extremums locaux, le point d’abscisse 0 et enfin les points d’intersec-
tion obtenus a la question 22.

(b) Tracer les tangentes a la courbe en ces cinqg points
(c) Compléter le tracé de 6.
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F1G. 6.3 — Annexe de I'exercice 1
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