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Devoir surveillé n°3

Matrices — Inverses — Systemes — Graphes probabilistes

EXERCICE 3.1 (4 points).

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples (Q.C.M.).

Pour chaque question trois réponses sont possibles. Cocher la (ou les) bonne(s) réponse(s). Si aucune
des trois réponses n'est correcte, cocher « aucune ».

Chaque question est notée sur 1. En cas d’erreur ou d’oubli, tous les points sont perdus.

Aucune justification n'est attendue.

3 2 1 2 1 X
On consideére les matrices A=|-4 1 -1|,B=|-9|,C=|-2]|etX=|y
2 -1 5 19 3 z

1. Lamatrice Ax (B+C) est:

] une matrice colonne

] une matrice carrée

UJ une matrice ligne UJ Aucune
2. Onadmet que A~! existe; alors A™! :
[ est 'unique matrice telle que A™! x A = 0,08 0,36 0,04
1 0 [l =|-0,22 0,26 0,14
(0 1) -0,06 -0,02 0,22
O vérifie A7l x A= Ax A™! 0 Aucune

3. L'équation matricielle A x X = B est équivalente :

3x+2y+z=2 3x—4y+2z=2
[J ausysteme{ —4x+y—z=-9 L] ausysteme{ 2x+y—-z=-9

2x—y+5z=19 x—y+5z=19
OaX=A"1'xB 0 Aucune

4. Lasolution de I’équation matricielle A x X = B est la matrice :
O B O C —-2,32 0 Aucune
J|-0,12
4,24

EXERCICE 3.2 (7 points).
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

-2
On donne la matrice A= (Z 3 1).

1. (a) Lamatrice A est-elle inversible?
(b) Sioui, déterminer son inverse par le calcul (sans utiliser la calculatrice).
2. On se propose de déterminer A” pour tout nombre entier naturel » non nul.
(a) Déterminer une matrice B telle que A = I, + B puis calculer B2.
(b) En déduire le calcul de A.

(c) Montrer, a 'aide d'un raisonnement par récurennce, que, pour tout nombre entier na-
turel n non nul,

A" = 1+2n -2n

2n 1-2n
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EXERCICE 3.3 (4 points).
Une patisserie industrielle fabrique quatre types de gateaux nécessitant les ingrédients suivants :

Farine | Beurre | (Eufs | Sucre
Danois | 500g | 200g 2 40g
Feuilleté | 500g | 375g 5 0g

Sablé 250g | 150¢g 3 125¢g
Brioché | 400g | 200g 4 25g

On cherche a déterminer quelle quantité de chaque gateau 'entreprise peut fabriquer avec 400 kg
de farines, 225 kg de beurre, 300 douzaines d’ceufs et 64,250 kg de sucre.

1. Ecrire un systeme d’équations traduisant le probleme.

2. Alaide de matrices et de la calculatrice, répondre au probléme posé; expliquer la démarche.

EXERCICE 3.4 (5 points).
Lors d'une épidémie de grippe en France, les autorités ont pu constater qu'un individu peut étre soit
malade, soit immunisé (car ayant déja contracté une forme assez proche du virus), soit ni malade
ni immunisé.
De plus, d'une semaine a l'autre :

» une personne malade le sera encore avec une probabilité de 0,4, sinon elle est guérie et im-

munisée;
e une personne immunisée a une probabilité de 0,1 de perdre cette immunisation;
« une personne ni malade ni immunisée tombe malade avec une probabilité de 0,3.

La 1° semaine du mois de septembre, le centre de veille sanitaire estime que 1 % de la population
est malade et 10 % de la population est immunisée.

1. Représenter cette situation par un graphe probabiliste de sommets M (malade), I (immunisé)
et A (autre).

2. Donner la matrice de transition, notée T, associée a ce graphe. On prendra les sommets du
graphe dans lordre M, 1, A.

3. On note Py la matrice ligne donnant Iétat probabiliste la 1¢ semaine. Déterminer Py.
4. Déterminer |'état probabiliste la 2¢™m¢ semaine.

5. Quelle est la probabilité qu'un individu soit immunisé la 6°™¢? Arrondir au millieme.



