Chapitre 7

Fonction exponentielle
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7.1 Activités Terminale ES

7.1 Activités

7.1.1 Exponentielle

1. Rappeler pourquoil’équation In(x) = m, out m est un réel quelconque, admet une unique solution x €]0; +ool.
2. On appelle exponentielle de x, le nombre y, noté exp(x), solution de I'équation In(y) = x.

(a) Quel est’ensemble de définition de la fonction f(x) = exp(x) ?

(b) Montrer que exp(x) > 0.

(c) Déterminer par le calcul exp(2) et exp(—1).

7.1.2 Quelques propriétés de 'exponentielle

1. (a) Déterminer par le calcul In(exp(0)) et In(exp(1)).
Que constate-t-on 2 On admettra que c’est toujours vrai.
On a dong, pour tout x € R, In(exp(x)) =......

(b) Que peut-on dire alors de In(exp(a+ b)) ?
En utilisant les propriétés algébriques du logarithme, exprimer plus simplement In(exp(a) x exp(b)).
Qu’en conclure ?
On a dongc, pour tous réels a et b, exp(a+b) =.........

2. Déterminer par le calcul exp(In(1)) et exp(In(2)).
Que constate-t-on 2 On admettra que c’est toujours vrai.
On a dong, pour tout x...... ,exp(n(x)) =......

3. On arappelle que si (1(v)) est dérivable alors (u(v)) = u'(v) x V.
(a) Déterminer une expression de (In(exp(x)))’ en fonction de (exp(x))’ et de exp(x).
(b) On avu plus haut que, pour tout x € R, In(exp(x)) = x. En déduire une autre expression de (In(exp(x)))’.

(c) Que peut-on en conclure pour (exp(x))’?
On adonc (exp(x))' =.........

7.1.3 Une expression de la fonction exponentielle

1. Compléter le tableau suivant, avec des valeurs exactes :
x | 5| -3|-1]o0o | 1] 2]|3]H+5
ep) | | [ [ ] |

2. Que constate-t-on ? On admettra que cela est vrai méme quand x n’est pas entier.
On a dongc, pour tout x € R, exp(x) =.......

7.1.4 Comportement de la fonction exponentielle aux bornes de son ensemble de définition

On se propose d’étudier les limites de la fonction exponentielle aux bornes de son ensemble de définition : R et de tracer
sa courbe représentative.

1. (a) Compléter le tableau de valeurs suivant, avec des valeurs approchées au dixieme :
x |[1]2]|3|4|5]6]7]8]9]10
ep [ [ | [ [ [ 1 ||

(b) Déterminer, par le calcul, x tel que exp(x) > 10000.

(c) Comment semble se comporter la fonction exponentielle quand x tend vers +oo?

2. (a) Compléter le tableau de valeurs suivant, avec des valeurs approchées au dixieme :
x |-1|-2]-3|-4]-5|-6|-7|-8]-9]|-10

expd [ | [ [ [ | [ [ | |

. . 1
(b) Déterminer, par le calcul, x tel que exp(x) < 10600

(c) Comment semble se comporter la fonction exponentielle quand x tend vers —oco?

3. Tracer la courbe représentative de la fonction exponentielle dans un repére orthonormal.
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Terminale ES 7.2 Exponentielle : définition et premieres propriétés

7.1.5 Formes indéterminées

On pose:

exp(x) "
f(x) = xexp(x) pour tout x € R et g(x)= ——— pourtout x eR
X

1. (a) Etudierlalimite de f en +oo.
(b) i. Expliquer pourquoi, lorsque x tend vers —oo, la limite de f est une forme indéterminée.
ii. Al'aide de la calculatrice, compléter le tableau suivant :
x | -1]-2|-3|-4]-5]-10] -100
fof 00111

iii. Conjecturer la valeur de xlim f).
——00

2. (a) Etudier les limites de gen—oo,en0” eten0™.
(b) i. Expliquer pourquoi, lorsque x tend vers +oo, la limite de g est une forme indéterminée.
ii. Al’aide dela calculatrice, compléter le tableau suivant :
x |1]2]|3]4]5]10] 100
go [ [ [ 1 [ |

iii. Conjecturer la valeur de xliIP g(x).

7.2 Exponentielle : définition et premieéres propriétés

7.2.1 Définition

On a vu au chapitre 5, au paragraphe 5.2.3 page 82, que I'équation In(y) = x, ot x est un réel quelconque, admet une
unique solution y appartenant a ]0; +oo[. Ce réel y, I'antécédent de x par la fonction logarithme népérien, sera noté
exp(x).

Définition 7.1. Pour tout réel x, on appelle exponentielle de x, et on note exp(x), 'unique réel de 10; +oo[ dont le
logarithme népérien est x.
On a ainsi :
exp: R — ]0;+oo[
x — exp(x), ol exp(x) estle nombre tel que In(exp(x)) = x

Par définition on a donc, pour tout nombre y strictement positif :

y=-exp(x) © In(y) =In(exp(x)) = x

7.2.2 Premieres propriétés

De la définition précédente on peut déduire les premiéres propriétés suivantes, démontrées pour la plupart en activité :
e exp(0)=1;
« exp(l)=e;
» Comme la fonction logarithme est définie sur ]0; +oo[ a valeurs dans R, alors la fonction exponentielle est définie sur
R a valeurs dans ]0; +oo[; en particulier exp(x) > 0 pour tout réel x;
» Les fonctions exponentielle et logarithme sont des fonctions dites réciproques car, par définition, on a:
In(exp(x)) = x pour toutréel x et exp(In(x)) = x pour toutréel x>0;
e exp(x)=exp(y) ©x=y;
En effet, exp(x) = exp(y) © In(exp(x)) = In(exp(y)) © x=y.

7.2.3 Théoréme fondamental

Théoreme 7.1.
Pour tous réels a et b, exp(a+ b) = exp(a) x exp(b)

La fonction exponentielle transforme les sommes en produits

Ce théoreme a été démontré en activité.
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7.3 Etude de la fonction exponentielle Terminale ES

7.2.4 Expression de I'exponentielle

Théoreme 7.2. Pour tout réel a et tout entier relatif p, on a : exp(ap) = (exp(a))”. |

Preuve.
In((exp(a))?) = pIn(exp(a) = pa =In (exp(pa))

Ainsi In (exp(@)?) = In (exp(pa@) < (exp(a)? = exp(pa). 3
D’apres le théoreme 7.2, pour tout entier relatif p, on peut écrire :
exp(p) = exp(l x p) = (exp(1))” = e”

Par convention, on posera : e* = exp(x), pour tout réel x, c’est-a-dire méme quand x n’est pas entier.
On adonc:

Propriété 7.3. Pour tout x € R, exp(x) = e*.

7.2.5 Propriétés algébriques

Avec la nouvelle notation, les propriétés, entierement compatibles avec les propriétés des puissances, deviennent :

Propriété7.4. Pourtousréelsxety,ona:
. Y =ty o ex—yzééy cer=1L . (&)Y =&Y
e d=letel=e e >0 o In(e¥) =x o " = x (pour x>0)

Preuve. On utilise encore une fois les regles de calcul sur le logarithme :

e In(e*) = (x+y)In(e) = x+ y =In(e) +In(e’) = In(e*e’) d'ou e™*¥ = e¥eY.
+ In(e*Y) = (¥~ y)In(e) = x— y = In(e") = In(e”) = In &) d'oure* ¥ = &

« In(e™) =-xIn(e) =—x=-In(e") =In (%) doue™* = %

o (e¥)Y = e"Y sera admise a notre niveau

e InEe%)=0In(e)=0=In(M) orlnEe®) =In(1) e’ =1

« Inel) =In(e) o el =e

o Par définition e* appartient a 'ensemble de définition de la fonction logarithme donc e* > 0
e In(e*) =xIn(e) = x

7.3 FEtude de la fonction exponentielle

7.3.1 Définition

Définition 7.2. On appelle fonction exponentielle, notée exp(x), la fonction, définie sur R, qui a tout x associe le
nombre exp(x).

7.3.2 Limites aux bornes

EXERCICE.
On cherche a démontrer que, pour tout réel x, e* > x.
On consideére pour cela la fonction f définie sur R par: f(x) =e* —x.

1. Déterminer f'(x), étudier son signe et dresser le tableau des variations de f.
2. En déduire que f a un minimum que 'on déterminera.

3. Justifier pour pour tout réel xona:e* > x+1> x.
En déduire la limite de la fonction exponentielle en +oo.

Théoréme 7.5. « lim e =0 e lim € =+o0
X——00 X—+00

Preuve. « On avu dans |'exercice ci-dessus que lirP e’ = +oo.
X—+00
o Montrons que lim e*=0.
X——00
Posons X = —x. Quand x tend vers —oo alors X tend vers +oo. Ore* = = oX

Donc lim e*= lim <% =o0.
X——00 X—+00 €
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Terminale ES 7.3 Etude de la fonction exponentielle

7.3.3 Variations
Fonction dérivée

Théoreme 7.6. La fonction exponentielle est dérivable sur R et, pour tout réel x, on a :
() =€

La fonction exponentielle est égale a sa propre dérivée.

On admettra que la fonction exponentielle est dérivable, pour le reste, la démonstration a été faite en activité.

Signe de la dérivée

Théoréme 7.7. La fonction exponentielle est continue et strictement croisssante. |

Preuve. Etant dérivable sur R, elle est continue sur R et sa dérivée (qui est e*) est strictement positive sur R, donc la
fonction exponentielle est strictement croissante sur R. &

Tableau de variations

On adonc:
x —00 +00
Signe de (e*) =e* +
Variation de e* -

Propriété 7.8. Pourtousréelsxetyona:
< ox<y

C’est une conséquence de la stricte croissance de la fonction exponentielle.

7.3.4 Courbe représentative

Les courbes € et €’ des fonctions logarithme et exponentielle sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice;
en effet, M (x; y) €€ © y=1In(x) © x=exp(y) © M' (y; x) €€’.

On obtient donc la courbe représentative de la figure 7.1 page suivante, out sont représentées la premiere bissectrice et
les courbes représentatives des fonctions logarithme et exponentielle.

7.3.5 Autres limites faisant intervenir la fonction exponentielle
Formes déterminées

Les limites suivantes ne sont pas des formes indéterminées (n est un entier quelconque strictement positif). Le lecteur
est invité a les compléter

lim e*=...... lim e*=...... .
o X > lim xe*=...... o Yo = lim £=.....
lim x=...... x—+00 lim x=...... x——oco ¥
X—+00 X——00
lim e*=...... lim e*=...... .
o Tt = lim x"e*=...... o KT = lim &=.....
lim x"=...... x—-+o0 lim x"=...... x——o00 X"
X—+00 X——00
Formes indéterminées
Théoréeme7.9. Ona:
o lim € =+ocoer plus généralement, pour tout n € N*, lim £ = +oo.
X—+00 X X—+oo ¥
o lim xe* =0 et, plus généralement, pour toutn e N*, lim x"e*=0.
X——00 X——00
e _
¢ AR T oo
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7.3 Etude de la fonction exponentielle

Terminale ES

FIGURE 7.1 - € et ¢’, courbes représentatives des fonctions logarithme et exponentielle

. X
Preuve. + Montrons que lim £ = +oo.
x—+o00 X

Posons X =e*. On a alors x = In(X).
Quand x tend vers +oo, X tend aussi vers +oo.

lim
X—+00

lim
X—+o00

InX) _ g

=+oocar lim ¢

_X
In(X) X—+00

« Montrons que lim xe*=0.
X——00

Posons X = e*. On a alors x =In(X).

Quand x tend vers —oo, X tend vers 0F.
lim xe*= lim XIn(X)=0.
x——00 X—0+
. ex —
Montrons que xl—l»rPoo o =
_x
In(x) *

+00.

lim & = ey
x—+oo IN(¥) 7 x—Foo ¥
. X . .

Or lim ‘37 = +oo et, comme lim m% =0", lim

In@ _ 4 oo, Donc, par produit, lim
x—+00 x—+ x—+oco X X—+00
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7.4 Exercices

7.4.1 Propriétés algébriques

EXERCICE 7.1.
Simplifer les expressions suivantes :

In@3 2x 1 -1 2x_1
1. e¥tn@® 2. & 3. €+ -1 4. (e (e* ) 5 &=
EXERCICE 7.2.
Démontrer que pour tout réel x on a les égalités suivantes :
X_ A X —x\2 _x\2
L. Zx+i = Lg*-‘ 2. (_e"+2e x) _(_ex—ze x) =1
7.4.2 Résolutions
EXERCICE 7.3.
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
1. e=2 4 "= 7. @3 =2l O B A P
2. e¥=1 5. e*>3 8. e2¥ 0> e¥ 11. e**+5e2¥-6 = 14. :f’% =3
3. e*= —% 6. e¥4<1 9 e lce 12. e***5e2x=6 -4 15. e3%71 = g4ex+1
EXERCICE 7.4.
Résoudre les équations suivantes (on pourra poser X = €*) :
1. e?*-3e"+2=0 2. e¥+e’+1=0 3. e** =3e* 4. 2e*-3e*=-5
EXERCICE 7.5.
Etudier selon les valeurs de x le signe des fonctions f, g et k définies sur R par :
o fx)=e2*+3 . g(x)=5e**-7 o h(x)=-3e!"*+5
7.4.3 FEtudes de fonctions comportant e*
EXERCICE 7.6.
Déterminer les limites suivantes :
1. lim (x+1e* 2. lim (x+1e* 3. lim x(e™*+1) 4. lim x(e™*+1)
X—+00 X——00 X——00 X—+00

EXERCICE 7.7.

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = ox7-

Soit € sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O; 7,7)d’unité 1 cm.

1. Déterminer les limites de f en —oo et +o0. En déduire que €6 a deux asymptotes dont on donnera les équations.

2. Déterminer f’(x) et étudier son signe. Dresser le tableau de variations de f.
3. Justifier que la courbe € passe par 'origine du repere. Tracer la courbe € ainsi que ses asymptotes.
4. Donner le coefficient directeur de la tangente a € en O. Tracer cette tangente dans le repere précédent.

EXERCICE 7.8 (Polynésie — Septembre 2 007).

Pour chacune des cinqg propositions ci-dessous, indiquer sila proposition est vraie ou fausse en justifiant votre réponse.

1. Lafonction x— e+ % est la fonction dérivée de la fonction x — ex +1In(5).
2. Lensemble des solutions sur R de I'équation (e* —1) (e* +4) =0 est: S = {0}.
3. Si(1-15)" <0,7 alors n > (207
4

100 n0,99°
. Lensemble des solutions sur R de 'équation In (x* +4x+3) =In(5x+9) est S= {-2; 3}.

5. Lalimite quand x tend vers 1, x < 1, de la fonction x — ln( v 12—x) est 0.

David ROBERT
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7.4 Exercices Terminale ES

EXERCICE 7.9 (Antilles — Septembre 2 009).
On considere une fonction f définie sur I'intervalle [-2; 3] par: f(x) = ae* + bx + c ot a, b et ¢ sont des réels fixés.
Une partie de la courbe ¥ représentative de f est représentée sur la figure 7.2 de la présente page.

FIGURE 7.2 - Figure de I'exercice 7.9

On dispose des renseignements suivants :

e % passeparA(0;1).

¢ Bestle point de coordonnées (1; 3);la droite (AB) est tangente a € au point A.
¢ % admet une tangente horizontale au point D d’abscisse In(3).

1. On désigne par [’ la dérivée de la fonction f. Traduire les renseignements précédents par trois égalités utilisant
fouf.

. Enrésolvant un systéme, déterminer a, b et c.

\S)

3. On admet a partir de maintenant que f(x) = —e* +3x+2.
(a) Etudier les variations de f surl'intervalle [-2; 3].

(b) Montrer que f s’annule exactement une fois sur [-2 ; In(3)] en un réel @. Donner, en justifiant, une valeur
approchée au centiéme pres de a.

(c) Pour la suite, on admet que f s’annule exactement une fois sur [In(3) ; 3] en un réel g.
Déterminer le signe de f sur l'intervalle [-2; 3].

4. (a) Déterminer une primitive de f sur l'intervalle [-2; 3].

(b) On considere la surface . délimitée par 'axe des ordonnées, 1'axe des abscisses, la courbe €6 et la droite
d’équation x =1In(3).
Hachurer . sur la figure en annexe.

(c) Déterminer, en justifiant avec soin, I'aire de ., en unités d’aire. On donnera la valeur exacte et la valeur
décimale arrondie au centieme.
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7.4 Exercices

EXERCICE 7.10.

On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = (2x—1)e*; sa représentation graphique ¢ dans un repere ortho-
gonal est donnée sur la figure 7.3 de la présente page (unités : 4 cm en abscisse et 2cm en ordonnée).

FIGURE 7.3 - Figure de I'exercice 7.10

y ........

1. Etudier le signe de f(x) selon les valeurs de x.

2. (a)
(b)

la valeur exacte du minimum de f(x)).

(c)
3. (a)
(b)

(c)

au centieme.

David ROBERT

1
Calculer la valeur exacte de fl f(t)dt puis en déduire la valeur de I'aire du domaine colorié en cm
2

Montrer que f’, la dérivée de f, peut s'écrire f'(x) = (2x+ 1)e*.
Etudier le signe de f'(x) selon les valeurs de x puis en déduire le tableau des variations de f (on indiquera

Déterminer 'équation de la tangente a 6 au point A et la tracer sur le graphique.
Montrer que la fonction F définie sur R par F(x) = (2x — 3)e* est une primitive de f.

Colorier le domaine limité par la courbe ¢, I'axe des abscisses et la droite d’équation x = 1.

2 arrondie
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